Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Sphère et Hyper-sphère, problèmes aux limites à n-dimensions 
Problèmes aux limites uni-dimensionnels en dimension radiale 
Problème : soit à rechercher la solution de l'équation de Laplace à l'intérieur d'une sphère creuse à 


n dimensions | [x| |> 1 dont les conditions aux limites de Dirichlet sont constantes sur les surfaces 
intérieure et extérieure de l'hypersphère. 


L'équation de Laplace à N dimensions s'écrit : 
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Le problème est invariant selon toutes les rotations de l'espace à N dimensions et ne dépend que 


que la variable r=| |x] |. Dans ce cas le Laplacien à N dimensions s'écrit en fonction uniquement de 
la variable г= | |х| | 
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Probléme : soit à rechercher la solution de l'équation de Laplace à l'intérieur d'une sphére creuse à 
n dimensions | [x] |> 1 dont les conditions aux limites sont constantes, homogène de Dirichlet sur la 


surface intérieure de l'hypersphére et inhomogéne mixte de Robin et constante à la surface 
extérieure. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


L'équation de Laplace à N dimensions s'écrit : 
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Avec le problème suivant : 


Ах + В sin=1 
eT =p ES 
ATQ)- EE =0 l„< NE <l, r= || = yx = T (lx) = = atn) +B sin=2 


i=1 


"+В sin>3 


a 
=T, TQ), pre - BT, 
PE 
II vient : 
T, + ANA, sin-l 
TO, =1 > Td) = dE p 
` rl 
ee 3-3 А 
EVI =l; ) sin>3 
a A+AB(x-1.)+BT, sin=1 
TT 2700 + prex) =| < B | Je "Je sin=2 
a А(2-п)\х\' à "+B A atc T sin>3 


«А+АВ(Ь-1„)=В(Т,—Т) sin=1 
RN EE umo Gnade ai sin=2 
RBD? p zi 


a AQ - ny," +B Al" -12")=B(T,=T,) sinz3 


1 


> ВВ) 
a +В (L, SM 
E 


Р sin=2 
[04 

DE EE L Rei 

l, Ё fr) 


_ B (T,-T) 
Be "m E 


sin=1 


= >) sinz3 


p(T, - T) - 
XET ER e? 


pus = B T 4 B (7, -T) di sin=2 


Ilvient T(x) 


зер Ln Pre. rl 
L, rl 
B (7, E T ) » 2-n 2-n А 
d Së ER 
: | ` a(2 E nb, «pp EET е S | SE? 


Problème : soit à rechercher la solution de l'équation de Laplace à l'intérieur d'une sphère creuse à 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


n dimensions | |x| |> 1 dont les conditions aux limites sont constantes, inhomogène mixte de Robin 
sur la surface intérieure de l'hypersphère et inhomogène mixte de Robin à la surface extérieure. 
L'équation de Laplace à N dimensions s'écrit : 
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Solutions de l'équation de Laplace à l'extérieur d'un domaine Q hypersphérique 


Problème : soit à rechercher la solution de l'équation de Laplace à l'extérieur d'une sphère à n 


dimensions | |x| |> L | dont les conditions aux limites de Dirichlet sont constantes sur la surface de 


l'hypersphère. 


L'équation de Laplace à N dimensions s'écrit : 
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Le probléme est invariant selon toutes les rotations de l'espace à N dimensions et ne dépend que 
que la variable r=| |x] |. Dans ce cas le Laplacien à N dimensions s'écrit en fonction uniquement de 
la variable r2] [x] | : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère avec dépendance à une des co-latitudes 


Dans ce qui précède on s'est limité à une simple dépendance radiale des problèmes au limites sur 
l'hypersphère, en partie parce que la prise en compte de variables angulaires est une tâche plus 
ardue. 


Introduisons le système de coordonnées hyper-sphériques ou ultra-sphériques, comme suit, en 
changeant un peu l'ordre classique des variables angulaires afin d'exprimer plus facilement 
l'opérateur de moment angulaire : 
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Le laplacien dans ce système ultra-sphérique revêt la forme suivante : 
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Prenons par exemple la troisième et la quatrième dimension, il vient : 
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Dans la suite on se contente d'étudier des problémes aux limites ne dépendant que du rayon et 
d'une seule variable angulaire. D'aprés les exemples précédents et la formule plus générale du 
moment angulaire, l'opérateur différentiel ne présente de dépendance qu'en un seul angle 
unique,la dernière colatitude On. Tous les autres termes ont une dépendance croisée еп au moins 
deux angles différent. 
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Donc pour réduire l'étude sur l'hypersphère à deux dimensions, on choisit des catégories de 
problèmes aux limites dont la dépendance des conditions aux limites ne dépend que de r et On. Et 
dans ce cas le laplacien devient : 
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On va simplifier la notation de la variable angulaire, et procéder à la séparation des variables de 
cette équation, il vient : 
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En effectuant le changement de variable z-Cos(0), on parvient à deux formes de l'équation : 
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Cette équation n'a aucun caractère de nouveauté, on l'appelle l'équation différentielle de 
Gegenbauer, établie vers 1893. Comme bien des équations différentielles du second degré, elles 
possèdent deux solutions (première espèce, deuxième espèce), linéairement indépendantes. 
Lorsque le paramètre v est un entier, alors les solutions de première espèces sont les polynômes de 
Gegenbauer. Mais pour tout type de problèmes aux limites, il n'y pas de raison valable de se 
restreindre uniquement à des paramètres entiers. Aussi parlerons-nous de fonctions de 
Gegenbauer, comme extension des polynômes de Gegenbauer pour les paramètres entiers. 


Il est à remarquer que le choix positif de la variable de séparation a > O correspond à des 
problémes aux limites : 

- soit homogène dans la dimension angulaire 9, 

- soit inhomogéne en dimension radiale, sur un intervalle angulaire complet 9 = [0,л], là où il existe 
une base complète de fonction (les polynómes de Gegenbauer) avec des valeurs propres entières. 
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Solution des problèmes aux limites homogènes en dimension radiale 


La partie radiale se présente ainsi : 
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Pour la partie angulaire : 
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La partie angulaire est donc une fonction conique de Mehler ! Mais M cet mut des 
solutions possibles pour revenir aux solutions pour la variable de séparation a » 0 
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Solution des problèmes aux limites homogènes en dimension angulaire ou « inhomogènes en 
dimension radiale sur l'intervalle angulaire complet [0,л] > 


C'est le cas le plus général qui aboutit aux fonctions de Gegenbauer qui sont plus connues comme 
solution de première espèce de l'équation différentielle (juste une normalisation différente du 
paramètre dimensionnel : 
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II est clair qu'en posant comme paramètre À la eo (n-2)/2, on obtient l'équation différentielle 
précédente. Si maintenant nous partons de l'équation différentielle de Gegenbauer, et introduisons 
un changement de fonction sous la forme : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Construction des fonctions de Gegenbauer de première et deuxième espèce sur l'intervalle [-1,1 
Les fonctions de Gegenbauer de première espèce peuvent se définir comme étant les solutions de 


première espèce de l'équation différentielle. Et suivant la normalisation communément admise, on 
écrit la relation avec les fonctions associées de Legendre comme suit : 
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Notation ` Co, (z) des fonctions de deuxième espèce 


Pour les fonctions de deuxième espèce, on pourrait les définir comme les solutions e deuxième 
espèce construite précédemment : 
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Cela entraine les formules inverses des fonctions de Gegenbauer vers les fonctions de Legendre 
associées : 
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Lorsque le paramètre est entier, alors les fonctions de Gegenbauer sont des polynômes. Pour la 
suite reprenons une approche similaire à celle de Lebedev pour introduire les fonctions de première 
espècev de Legendre et polynômes du même nom (N.N.Lebedev-SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR 
APPLICATIONS, Prentice Hall 1965). 
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Ce dernier introduit le lien des solutions avec les fonctions hypergéométriques, en transformant 
l'équation de départ en équation différentielle hypergéométrique : 
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Donc la première solution sur l'intervalle [-1,1], soit celle de première espèce, est proportionnelle 
à : 
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De plus les solutions ont deux propriétés supplémentaires dues à l'invariance de l'équation 
différentielle : 
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Les deux solutions de l'équation de Gegenbauer ont été construites sur l'intervalle [-1,* 1]. Même si 
les problémes aux limites exposés ici ne concernent que cet intervalle, on peut parler de leur 
continuation analytique au delà, sur l'intervalle ]1,=°[. 
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Construction d'une seconde solution indépendante de l'équation de Gegenbauer sur l'intervalle 


1<z<co 


Les deux solutions dans l'intervalle [-1,+1] peuvent être prolongées analytiquement notamment 
pour z>1, en utilisant la prolongation analytique des fonctions de Legendre associées. Dans ce cas 
les fonctions de Gegenbauer de première et deuxième espèce possèdent les définitions suivantes : 
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Les fonctions de Legendre associées de première espèce sont à valeur réelle lorsque z>1. Mais il 
n'en n'est pas de méme pour la fonction de Legendre associées de deuxiéme espéce. Dont la valeur 
est imaginaire. Pour illustrer la valeur imaginaire prenons le développement en fonction 
hypergéométrique de la fonction de Legendre associée de deuxiéme espéce, selon les formules 
connues sur z >1 (voir NIST Handbook of Mathematical Functions, Legendre Functions, formules 
14.3.7, voir aussi formules données par les tableaux pages 134 et 135 de A.Erdelyi.H.Bateman 
« HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL I > en formule 41 : 
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La valeur imaginaire est donc essentiellement créée par le facteur multiplicatif e Injectons la 
premiëre formule dans la solution de deuxiëme espëce de l'équation de Gegenbauer, il vient : 
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Pour la deuxième formule, il vient : 
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Injectons maintenant la troisième formule dans la solution de deuxième espèce de l'équation de 
Gegenbauer, il vient : 


ak (6) „22 Ул Гу +24) 2 _ ju Li 


T(v +1)Г(4) О? () 1<z<oo 


A+ Ws 


Q'(z)- е2 Г(у + и+1) Tu (2+1) (1) 277 A +1,v + u+12v + х2. 


| 1 КЕЗЕ 
397 m | [iei een V SES MEA 
: 2JTQA*2v +1) 2 1-2 


{14 л 
yel: ) resta) 


T(A)7(24 + 2v +1) 


1 
(z-1) 2" alu 2 Ж; Jipa y Bai X 
2. dem 
gel 
1 2 2 1 2 
De plus „ЁЕ|А+у+—,у+1243+2у+1— |=| — | El A+v+-,24+v;2A +2 +1 =Â 
2 l-z 2—1 2 1-2 


(A 
yel: 2 Arrian 


Co, (z)= r p| 3251323912 T 
> Col) FG QA + +1) 2 H EE E 
99v 1 
Enfin полезен) днев reve 
v-2À Е i) 
SCIE Del pe r avs Eae 1<z<œ 
TU IL +v +1) 2 1-2 


Et la quatrième formule dans la solution de deuxième espèce de l'équation de Gegenbauer, il vient : 
3 ré po 
ү 2? ул T(v+2A)( 4 W >â 
= =i 2 
0 EI бы) 
ott dr? T(v4 u-1)T(v +1) 
I v +2) 


1<z<œ 


(z + "т (z _ ЙЕ EC +Lv-u+1;2v +2; 2. 
1+2 


1 1413 Га S 
39 (aeo | (ire ARD e e (enean 
2)TQA «2v +1) 2 1+z 


ME 
y e | ferien) 


Cè, (z)= tee қа 1 24 +v;2442 E 
> Cola) r(a)r(24+2v +1) етт 
221% 
Enfin. T(24+2v+1)=* = neve pet 
-v-24 [= x 
sa (да — үе), нудан дшар.) l«z«o 
TL DU zu +1) 2 1+z 
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Toujours en s'inspirant des travaux de Lebedev, réalisons une transformation de variables et de la 
solution cherchée dans l'équation de départ, en travaillant avec le paramètre de dimension n : 


dy(z) | pn du" wu 


1 E id dz dt 
t =>; y(z) =z u(r)— t u(t) => 2 а12 
2 d^y(z) = 2p d 2? d wu 
< = 
dz dt dt 


(1-2?)y"(2)+(-n)zy'(2)+v(v+n-2)y(2)=0 ауес «=у+п-2=у+2А 
2V+n 2v+2n-1 v+n-l\v+n-2 
e t(l -t )u''(t)+ t lu'(t)— t)=0 
( vd? 2 ku 2 J - o 
Equation hypergéométrique ,F, 


(1 tu" (0 (y -la + B -1))u (t) - à Bu(t) = 0 


_у+п-1_у+23-1 1 у+п-1 v+n-2 n 1 
m 2 Е 2 У) а A 2 ? 2 V SE 
a Solution 
Е ат Ва | |: оа 3624 1 
2 2 y(z) œ E ? VASE 
2 2 2 2 
2v +n 
= =V+2+1 valable pour E 


Dons ces conditions on peut proposer un nouveau développement en fonction hypergéométrique 
de la fonction de Gegenbauer de deuxième espèce : 


1-24 
ES Var (v +22 le ST rt 1 
Gud" Peru cipe à) (eee) SE 


(riy Vz r(v +24) 


[pz v+22 
2" T(A)I(v+4+1)z?? M 2 


1 
> C, (z) =e E>) SEN 1< z <œ 


En juxtaposant les graphes des deux fonctions pour diverses valeurs de paramètre, on constate que 


CH 


les fonctions semblent bien identiques (en neutralisant le facteur multiplicatif € 
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Wronskien sur l'intervalle [-1,1] 


Les fonctions de Gegenbauer sont donc telles que définies comme suit : 


1-24 
2? Jnl(v 424) Е 05: 
С (2) = (1 z?) ^ P? (z) fonctions de Gegenbauer de première espèce 
T(v 4 UU) WEE 


1-24 


Ld 


2? JnI(v 24) Е 
СА (2) = 1-22] О? 2 onctions de Gegenbauer de deuxième espèce 
mc? r(v +1)r(2) deg KA ) f Р p 


Dans ce cas on peut tenter de calculer le Wronskien. Tout d'abord on sait que le Wronskien est par 
définition proportionnelle à l'expression suivante : 


! E [ DE ЭКЕЕ 


(1-22)7 x i SEU (2) DIE 
1 d = dy, (z) ES M У 

( F É [ zz | || nme 

Гер: д á 


= DÉI (2), y, (2))= = 


Calculons le explicitement à partir de la forme choisie pour les solutions de première et deuxième 


espèce : 


W(/(2)y,(2), f (z)y,(2))=(/(2)) W(y,(2), y.) => 


1-24 2 


W(C^(2,C2,,.(2))- 26 Ver +22) 0 ES d Ku 


+V 


T(v +1I(2) 
H H 1 I(v + H + 1) z^ E 1 r + 1) 
lët Oe: TEE 


З RR E 
r(v+1)r(2) (1- Des 
2 "aT(v+n-2) 1 


nl 1-2) 


=> W(c: (2), Соо), (z )) 


=> w(c? (2), Cy, (2))= 
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Wronskien pour z > 1 


Les fonctions de Gegenbauer sont définies pour z>1 comme suit : 
1-24 
2 2 JnzI(v +24 osa 
C^(z)= Ул (v + ) — 1) ^ P? (z) fonctions de Gegenbauer de première espèce 
T(v +1)r(4) aa 


1-22 
2 2 Vrr(v+24) ki 11 
C^ (х) = 22-1] 4 О? 2 onctions de Gegenbauer de deuxième espèce 
x ) Iv " Dr(a) ( ) . ) f g p 


Dans ce cas on peut tenter de calculer le Wronskien. Tout d'abord on sait que le Wronskien est par 
définition proportionnelle à l'expression suivante : 


st ch Wl tee 2o 
1-z2?]2 n 


1 d ng => Zu Dis (y, (2), у, 2) = () 
1-3 | [ z): ЕТЕ 

bel dz dz 

= W(y,(z),y,(z2))= 


к 


Calculons le explicitement à partir де la forme choisie pour les solutions de première et deuxième 
espèce : 


W(/(2)y,(2), f(z)y,(2))= FO) ( 0), (2)) = 
EES 


P | . e r(v +u+ 1) E La I ' rv " 1) 

wir (2.0, ©)- zi -1T(v-u-1) = d SE M) |». z-1 T(24+v) 
y z " 21247 г(у + 22) on 

>w), Сё „(2))= е + GP 


z -1] 2 
3 


3-n dk 
= CLC (2))= = xT(v+n-2) e 


(Q),v 2 n-l 
r(v (^ (2-1): 
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Fonctions de Gegenbauer conique ou fonctions hyperconiques 


Pour l'instant je n'ai pas trouvé de nom dans la littérature pour ces fonctions qui sont construites 
de la même que sont construites les fonctions coniques de Mehler. Je m'explique revenons à 
l'équation différentielle des fonctions de Gegenbauer (ultra-sphériques) 


(1-z?)y"(z)-(24 +1) z y'(z)+v(v +22)y(z)= 0 
Supposons que le degré v est un nombre complexe de telle manière que v( v*2À) reste réel : 
v-acir—v(v«2A)- (a *iz(a +22 ir) a 2 -a -24 >a 5 -A 
< v(v+22)=(2+ir-2+ir)=-4 =r? 
L'équation différentielle devient alors : 
(1-22) y" (2)-(22 +1) z y'(z)-(42 +1?) y(z)=0 


Il s'agit donc de construire les fonctions de Gegenbauer de première et deuxième espèce de degré 
-À HIT : 


1-24 


к NE De (sy рау (а) 
T(4) r(1-A- ic) EX ET 
1-24 $ 
2? Ул Г(А+їт) m E 
Conn CA JS 1-2?) + О? 
Oni z) r (4) E A z) о) 
1-24 
. 1-24 1 
Ch (ee е (oa T pr (а) 
T(A) r(1-A-« ir) ут Sé 
2 
1-24 
22 ул Г(А+їт) 22 5-4 
Ch, ,ulz)-— 2-1) 4 0? 
EE I (À) i ) о) 


T(A*ir) 


, comme l'on а: 
T(I- A^ ir) 


Posons : А(},т)= 


at Dai) T(A«ir) T(A-ir) Sin(r(a+ir)) T(A+1) до) Et) e) 


T(â+ir) T(I-A«ic)T(1-A- ic) Ë Sin(z(A -it))T(1-2+ir) Sin(x(2-it)) 


q- Pelin) са (2). Ces fonctions пе sont donc pas à valeurs réelles, excepté pour Іа 
D D AIT 

5й(д(}+їг)) 

valeur À=1/2, ainsi que toutes les valeurs demi-entiëres de À, pour la fonction de première espèce 


135 
==, 
(z) 222 


Il vient : (^. 


1—17 


uniquement : e (z)= C 


Aur 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Lien des polynômes de Gegenbauer avec les polynômes de Jacobi 


Tout d'abord d'après la formule précédente il est clair que lorsque v est une entier, alors les termes 
de la série hypergéométrique s'annulent pour toute valeur au delà de v. En conséquence la fonction 
de Gegenbauer est bien un polynôme pour ce cas là. Ces polynômes sont également liés au 
polynômes de Jacobi dont ils sont un sous-cas. Les polynômes de Jacobi sont solutions de l'équation 
différentielles de Jacobi : 

Equation différentielle de Jacobi 


(1-2)y"O)+(B-a-(a+B+2))y(0)+v(v +a+B+1)y(2)=0 
Si v entier => Polynóme de Jacobi Pir? (t) définis comme suit( formule de Rodrigues) 


p m CD” 1 -a 1 -B d 1— v+a 1 v+B 
eA) = £2 (1-1 (+ Z (1-977697) 
ple B)(1) Е Г(у+а +1) 
vIT(a +1) 

— EE a+B+2=n-1=22+1 

=> (1-1)y"@O)-(n-Dey'()+v(v+n-2)y(2) =0 

>h- h" O-A +N) y (0 +v(v+22)y(2) =0 
Avec cette définition, on voit facilement le lien des polynômes de Gegenbauer et ceux de Jacobi : 


Posons œ = В = 


2421 24-1 _ 
cien t ° IY q = B 
~ 
CO) eP VE) 
Normalisation => 
2921.34.24 r(4 Dy ш d 24-1 24-1 
cia = A. d'SS жү 
É + d (27 re a) 
ac h 2 
m Go (BNET r(22+ D 3 d paan 
г o = ш + PAGE 224142 R? UO 
CMM CUT 


(A), symbole de Pochammer — (A), = 
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Les polynômes de Gegenbauer ont la parité, ainsi que les diverses valeurs suivantes : 
С}Сг)=(С1/'С}() C=) 


22-1 


v+n-3 
On use de la relation гоз) rex z+] —I(v4na-2)- = dr EM d 


оо MS) (TO) 
r(21)- = d = H 2241) г(22+1)= " (#2 =з 
Г(у +24)= — г|" CH re + x * d r(22+2)= L- d -i 2 2: d 
EE 

+ 


22+v 
T(24+v+1)= 2 (2e fat 


2? zT (v +24) 


= 2 Е 
S redrar z) rera zy (e 


3 (- "er x _ 2" /aT(v+n-2) 

| rs re er = +) 
cia I(v +24) n 2 I(v -n-2) 

< pose ` T(v +1) (n-2) 

sert" eg Së 


rera 25" 


an 2 vVr(v+22)(v+22) | rQA«1«v) an ty ГОд+1+у) 
CUP Tra (2223) nelson G CU T necare 


C; '(0) = 


n-2 
2 


Г(п-1+у) 


= vI(n-2+v)n-2+v) Г(п-1+у) 
x Fa = Uri -2) 


j — T(v«l(n-1r(n-2) r(v(m-ir(n-2) ^" 


0 = (1) 
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Orthogonalité des fonctions de Gegenbauer de première et de deuxième espèce 


En écrivant l'équation différentielle de Gegenbauer sous la forme : 


і 2 [ DE VI EE 
= 


п-3 


(1-2?) 2 d 
1 d 244 dy(z) 
(1-2?) = dz H i 2 dz 


Et en se conformant à l'identification « classique » d'un probléme de Sturm-Liouville, on voit que 
l'opérateur de Sturm-Liouville s'écrit : 


wo “|> af kal 


Equation aux valeurs propres © — L(y(z)) = © у(2) 


| = | g [ DE 20 JI-ve«n- 2b 


( E ES dz 
n-3 


w(z) = (1 =z ER 


Ө) +n-2)y(2)=0 


n-l 
p-(-z)s 5(2)=0 e-v(ven-2) 

24-1 22+1 
w(z) = (1 — 2) 2 р(2) = D — z? E Ф = v(v + 24) 
Il vient donc directement l'orthogonalité des solutions d'un probléme aux limites de l'équation 
différentielle du second degré sur un intervalle [a,b] (type Dirichlet ou Neumann). Comme parmi les 
solutions il y a les fonctions de Gegenbauer comme solution de première espèce, il vient : 


b 24-1 
[ dz(1-z?) 2 C^(z)C^(2) = 
n-3 2 


Leif ciocio- C.? (z) ô 


b n-3 п-3 2 
Norme |C? (2) = [ai-z JEN (c? GO -fa dz(1-z?) 2 E H 
Lorsque l'intervalle [a,b] est tout l'espace des valeurs de Cos( 9), soit[-1,1], alors l'intégration de Іа 
norme se développe sur les polynômes de Gegenbauer, et la norme est connue explicitement : 


Norme |C? 2 - fali- Jr (cic) = z2!24T (1 + 22) 
-1 


— (I+ АГА) 


1 n-3 n-3 4-n 
2s -2 
= ( dz(1=z?) 7 СОЕ AAN 0) = 
d IL n- 2662) 
2 
Pour les autres normes sur les fonctions de Gegenbauer solution du probléme aux limites sur un 
intervalle restreint [a,b], on réalisera une formule générale de calcul à la maniére de celle définit 
pour les problèmes aux limites sphériques (fonctions de Legendre), (voir plus loin). 


n-3 2 


C, ? (2) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Formule de Rodriques et fonctions génératrices des polynômes de Gegenbauer : 


A partir de l'expression du poids dans la relation d'orthogonalité des polynômes de Gegenbauer , il 
vient immédiatement la formule de Rodrigues qui permet la génération des polynômes de 


Gegenbauer : 
Le SÉ (1422) 


KEE 42421 
DT (24) DEER (1=z?) : 240-2) 2 ) 


Ciel 


c: ()-C1) des у л. (1 ej Zar 


n2'T(n 3r (27- d dz 
2 
La fonction е des polynômes de Gegenbauer est Іа E $ 


(1) -Yrci) et (EA 


(+e -2u ET x (+—2ш)? OC! 
1 es E 1 2; 1 E 
(1) À => I+22 C; DE n-2 =) G (z) dE 
С 5-2) i-o Í 1 ws Í 
2 S à 
(2) LP. а T" STIGER, c 
(1+! -2iz) 1-0 À er a = 1=0 (n-2) 


On peut voir qu'une autre fonction génératrice (2) peut-être déduite d'un article de 2012 
« C.R.FRYE.C.EFTHIMIOU-SPHERICAL HARMONICS IN p DIMENSIONS » 


Par ailleurs dans l'ouvrage de L.Robin « Fonctions Sphériques de Legendre et Fonctions 
Sphéroïdales » Tome 3, page 193 deux autres fonctions génératrices sont données : 


1 

DA--— 

de 1-2? = | d 
Së SE T(21 +1) AE 


de. em 
Jizza? ad Sec pon 
deer. hee 


(3) 


а-у -1l 
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Formules de récurrence des fonctions de première espèce et des polynômes de Gegenbauer : 


Les polynômes de Gegenbauer et plus généralement les fonctions de Gegenbauer sont liées entre 
plus proches voisins par les formules suivantes : 
(v +1)C? (2) = 202 -v)zC? (z)- QA +v —1)С] (z) 
n-2 n-2 n-2 
(v+1)C,2 (z)=(2v +n-2)zC,? (z)- (v +n—3)C,2 (z) 
On peut dériver ces formules à l'aide de la représentation par les fonctions de Legendre associées : 
1-24 
2 darva ER Là 


C, G)= Rea) ( zj* PLO Weu UE (2) =(2v zB" (2) - +v)P2 (z) 


12 Les 1. 
= (v + 1)P? NOL 2(2 +v)zP? S (2) 
2 2 2 


zy OX a3) r(v +2) ALES T(v +1) ciG) (v -142A)r(v +) са (2) 
(v 4 33 hue +21) I(v +21) Г(у +21) 

= (v +1)С/  (z)=2(4 +v)zC^(z)-(v -1+22)C? (z) саға. 

Il y a un grand intérêt à remarquer que les formules de récurrence des polynômes de Gegenbauer 
s'étendent également à toutes les valeurs du paramètre v, et comme nous le verrons par la suite 
aux fonctions de deuxième espèce. 
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Formules de dérivation des fonctions de Gegenbauer de première espèce 


La contribution de l'article de 2012 « L.M.B.C.CAMPOS.F.S.R.P.CUNHA-ON HYPERSHERICAL 
LEGENDRE POLYNOMIALS AND HIGHER DIMENSIONAL MULTIPOLE EXPANSIONS, Journal of 
Inequalities and Special Functions Volume 3 Issue 3 (2012), Pages 1-28 » est de donner des 
nouvelles formules de dérivation : 

-2 n-2 -2 
(t) ис (2) = selte leese." (0) 2с, '(z F са) 
n-2 n-2 


2) С^ (z)- C; (z)2 (22+ 2v)C? (z) e 6,2 '(z2)- 6,3 ie =(n- 2+2v)C,2 2 T ) 


v+1 
n-2 


3 '(2) 
б) cieG)- zc? G)- QA +) pi Kaz KC ) 


(4) (zs Te (z)=vzC?(z)-(24-1+v)C? ( < (2 E 2 БО, ‚2 (z)- кезе o 
5) (22-1) (е) = v ncÀ,. (z)- QA vec?) e 2 E e ee 


A partir de la représentation des fonctions de par k a de Legendre associées 


de е ADR on peut également les établir comme suit : 
1- = 


cia) = 2 ER of un cuo EUR SES qu) 
uu d OA ed OE) ды ын En P 
о (ec nura EE EE 
ы, GH ET 
la 272 нд QUE T(v+1) 4 la 22 rp QE. on d 
ер 9-2 110) Va ce To и Ka TV o 
Partons de (1 e )p^(- = —v zP" (z) *(u +v)P#, (z) 
SEN LEE 42 TE lr, 
22 жге +24) 2 _ 2 ;^ ' 
un E 
" 1 22 Jar(v +24) CH e 22 Jar(v +24) NAA 
= [iem ;) nomma D A eV T BEL) 


= {a +V- Э zC?(z)+ (v +24— 1)C? (2) 


= (1-22) = Е =era-(a +v keck 420€ 2) 


=> (z -1)C^'(z) =V SC (z)- (v +24 - 1)C? | (z) > (4) est démontrée 
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Partons d'une autre égalité de dérivation pour démontrer la formule (5) : 
Partons de \ — 7° le: '(z) = (v + 1)zP# (z)+ (u -у— Up, (z) 


la, EN s a 
s(-2z) ios sve К a 
2 2 
1-24 


E Ia 0 


T(v +1)r(4) 
_ 1 22 Jar(v +24) 2054 2? Jett DAT 
5) ee AT CC um 


(1-24 —v Xv +1) 


1 А À 
(avec: (v +24 «1) Còn (2) 


=> (1-2?)C?'(2) = Cia peers (v - 1)CÀ.. (2) 


=> (1-2?)C2'(2)=z(24 +v) e-v +1)С (2) 
=> (2? - С?) = < —z(24 +v)C{ (z)+ (v + 1)C? 5 (z) > (5) est démontrée 
Partons maintenant des égalités (4) et (5) démontrées précédemment pour retrouver (1), (2) et (3) 
(4) vzc(z)- QA -1-v)c?, е Í (z? -1)C2'(z) 
(5) -(24+v)zC^(2)+(v +1)C2,(2)=(2? -1)C7'(2) 
als a +v - 1C? ,(z)= — -1)C2 ,'(z) 
v zC^(z)-(24 +v - DCE = 2r o А 1)zC? (е) = z(z? -1)c?'(z) 
=> -vC^(z)2? -1)- (22-1) ,'(z)>z(z? 1) (2) e vc? (z)= —C2 (о) zC? (z) 
(1) v C?^(z)=zC^'(z)- Z est démontrée 
= x Ко Ñ d T G e ы = (24 +v) (z? = 1)C* (2) )= (z? -1\C?„'(z)-zC?'(3)) 
=> (3) ci,'(z)-zci'(z)- QA -v)C?(z) est démontrée 
Ur et) 


(24 +v)C; (2) = Сі G)- 2С (2) 


v+1 


=> (2) cà'(G)-ch,(z)- X(A-v)Ci(z) est démontrée 


Nous avons également les formules plus connues de dérivation (voir l'équivalent pour les intégrales 
indéfinies) : 


n-2 n 
C; '(z)=2AC7 (z) e C,2 '(z)=(n-2)C2 (z) 


q” À m А+т т r(A T m) А+т 

dz" v (z) ( ), у-т (z) r(2) v-m ( ) 
d” n-2 H ml d: +m— J nm- 
2.0 27252) eror (2) 
dz" У, 
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Pour la première formule partons de l'égalité (5) et utilisons les relations de récurrences sur les 


degrés et les ordres pour les fonctions associées de Legendre, pour établir des formules avec les 
ordres descendants : 


Récurrence sur les ordres et les degrés (А) (1-2? kr (z) «(v -u 1)2^ (2) - (v + u+1)zP# (2) 
Or (и+у)Р\(т)= Qv zB" (2- (v -u zx UE (2) S (v -u+1)PA (z) = Qv +1)zP"(2)-(u+v)P^,G) 
S (1-2) B" (2) Qv +1)гР/(к)—(и +у)РА(:)—(у + и )zR G) 
= (B) (1-2? yp: (2)=(v-u)zP"(2)-(u+v)P" (2) 
p^! (z) - z^ (z) 


GE ICE | F sl zb ges 


Or (u+v)P (2) = 2v -1)zP" (z) -(v — и +1)РА (2) 


=> (D) (1-2 "Y P" (2) = (1-2) Реа) = Pa) BG) - => (E) (1-2?) Pr (2) = zP” (@)- EG) 


2v +1 (u+v) 
cio EIN 2) р" 40 Cho EL =Y P nta 
ort Et DES Dx E L рг mice Ty SEMIS 
E RNC 


d'ey la 
Partons de (4) (0-2) p^ Ee 
EC no 


23" Jar(v +22) jM S | 23 агол) SER 1-4 , 
27 (v +1)r(2) ) i J Ё" ch: T(v +2)r(2) (= ) Е (2) 
(v +100 +22 -1) A] À Aml _ 2(A - 1) À 
SC CA) =(v +1\C^ (2)-zC/(2))>(F) ch lem x jE ^ (z)-zC}(2)) 
(c4. G6)-xc200). (zc2(2)-c2 (z)) a aus ҖА—-Ш e 
Comme ET SE E сот) 2С^(2)-С* (2) 
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Deux dernières relations peuvent être établies avec les ordres ascendants : 
1 J: 


zP? nO- p 1,0 


1 


Partons de (E) = 2 2 d ES 407 = 


v 


SIE sit ? е HA да 
(v +22) Div +1) 0-2) PU SE 


1-24 
(v +1)2 2 Var (v +24+1) ( 2 Ke Pus NT 
(v +22) (v 4 2)r(A) ыа 
v 
N X1- z^ Canet, ду +24)С/ (2) -(v + )C2, (2 _, (G) c^"()- z(v - 2A)C? (2) - (v +1)СД (2) 
2 v 2(1- z? n 
(2A +v -1)C? (z)— zv C? (z) 
2(1-z?)a 
Partons maintenant de la dernière des formules de dérivation : 

(1-2?)C^'(2)=z(24 -v)C? (2) - (v +1)C2 (2) 
z(v € 2A)C2 (2) - (v +1)C2,(2) 
2(1-z?)A 

=> (1>z?)C^'(z) =2(1-z2?)\AC/* (2) 

= (Н) Ci'(2)=-22C (2) 

Cette dernière relation entraîne immédiatement une valeur d'intégrale indéfinie comme nous 
l'avons évoque précédemment : 


zC; (z) 


=> (G') С ) = 


(G) C^" (z) = < z(v *2A)C? (2) — (v +1)C? (z) = 2(1- z 2 ACA" (z) 


C'e) = 2401) S CL G) =2(1-1)C1(2) => [e C? (3) = Ge SS 


Il est important de préciser ici que toutes formules, y compris celle de récurrence sont valables pour 
toute valeur du paramètre v qu'il soit entier ou réel. En effet comme ces formules ont été établies 
ou vérifiées à l'aide de la construction par les fonctions de Legendre associées de première espèce. 
Et de même si l'on conserve la normalisation pour la seconde solution alors toutes les formules 
restent également valables pour les fonctions de Gegenbauer de deuxième espèce puisque les 
fonctions de Legendre associées ont exactement les mêmes formules de récurrence et de dérivation 
dans leur champ respectif. 
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Lien avec d'autres polynômes dans la littérature scientifique : 


Dans deux articles datés de 2012, < C.R.FRYE.C.EFTHIMIOU-SPHERICAL HARMONICS IN p 
DIMENSIONS » et « L.M.B.C.CAMPOS.F.S.R.P.CUNHA-ON HYPERSHERICAL LEGENDRE POLYNOMIALS 
AND HIGHER DIMENSIONAL MULTIPOLE EXPANSIONS, Journal of Inequalities and Special 
Functions Volume 3 Issue 3 (2012), Pages 1-28 », les auteurs introduisent des polynômes 
orthogonaux hypersphériques qui ne sont qu'une version autrement normalisée, à une constante 
près, des polynômes de Gegenbauer. Nous noterons ces polynômes ainsi : 

Ci (z) — Frye ce (z) = Campos 

Les formules de passages е sont les suivantes : 


ELSE V T E Ж d Al 2) 


2 
elle EN SEN num 
2 T(n- 2+v) 


ect (i) =C Өт тэ) D (1-2) 


T(v 4 1)r(n - 2) „” 


G o- EES 


c @ 


=> CÒ" (2) = C; (2) 


Ci(z)=cV o ZE 


meo mos 


P 1— v! 
co» ES v,v+n-2; =. ; LE) e "(у= p 1 pl ? lk polynôme de Jacobi 
sl 


Polynôme de Campos => SE de Gegenbauer 


n-3 v! a 


5 (2) = (1-2), "ar = (n-2) SC ? (2) 


Œ = 
Oa OE E 
ces c (s c @ 
Les polynómes de la seconde publication ne sont donc ni plus ni moins que les polynómes de 
Gegenbauer, mais avec des paramétres a et À présentés différemment. 
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Avec quelques propriétés : 


ll atta mei 
rz (21+n-2)(+n-2) (Ie n-2) (1-2) 

2 
en 


1 
2 


Norme > Gd of = 


Formule de Rodrigues — co (2) = 


Fonctions URS 


=н (21-2 1-3) - в (me2l- = ду a; 
І t Ge t C; 
O bo 26 St See 2 IU - 1n - 2)! A TF (1-1) (1-1) c) 
l Ds oe ae Ir s 
2) Eme WU mam 
? беш "Sim" 


Formule de récurrence 
n-2 n-2 n-2 
Gegenbauer — (v +1)C,2 (z) = Qv n - 2zC,? (z)- (v +n—3)C,2 (z) 
(v +n-2)I(n-24V) cac, = (byn: 2)zc0) "(z) T(n- 2+v) 

T(v «1)r(n-2) T (v +1) (n- > ' 
© (v +n-2)CU"(z)=(2v+n-2)zCV"(z)-vcV"(z) 
Voici des valeurs particulières de ces polynômes : 

SS +, _T(2a+v+1)  T(n-2+v) 


= (2),a т-ту 
i ! — v!T(2a+1) Г(у+1)Г(л—2) С? (D = CD'GP*() = CD' 


T(n- 2 +v) 
T(v +1) (n-2) 


О) 


T(n- 2+v) 
T(v 4 1)r(n-2) 


em, ou CH “(—1)=(—1)” 


| Г(у+1)Г(л—2) r(n-2*v) 
Jet) z el z Jar 2222 re 2) 


Отит El) Е -2 
d CN? 4 ) d DÉ те 2+v) 
2 2 2 2 


п+1 
Se ze E v(n- rez) v(n- 2+v) 


CU (0) = ) CODES CURET) EI 
QUES ES P ES 
2 


= siv=2p+1— C® (0) 
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Les formules de dérivation avec les polynômes de Frye ne sont qu'une transcription des formules de 
dérivation des polynômes de Gegenbauer établies par Campos : 


Comme C? (z)- CU" (z) PCS 


SC Г(п-1+у) = Г(п-3+у) 
= C (2) = eu "(z ) rí +2) (n-2) C, (2) = co 1 "(z ) Thv Jr(n-2) 
(1),n = (1),n ' =. V ni 
(1) vc" (2) = 2С" (2) бом 
o (n-2*v) v (awa se NN (in 
(2) Cl)w'(2) (vad) GER (2)=(n-2+2v)CV" (z) 
(n-2+v) 


(3) C TD +) - С" (а) = (n-2v)c9"(z) 


(4) (2 -1)c9"' (3 =v (z c9 (2) - c9 (z)) 
(5) (2-1c9"(-(n-2«vXct" - zc9^(2) 


On constate que les formules (4) et (5) sont celles qui se rapprochent le plus de la formule de 
dérivation pour les fonctions de Legendre de premiére espéce. 


<— < A 


Calcul de quelques intégrales indéfinies des fonctions de Gegenbauer de première et deuxième 


espèce 


Pour calculer quelques intégrales indéfinies, nous allons utiliser une méthode très récente basée 
sur un formalisme de calcul variationnel et de Lagrangien introduite dans toute une série de 
publication remarquable dont voici la liste : 


- John T. Conway-A Lagrangian Method for Deriving New Indefinite Integrals of Special Functions 
Apr 2015 : Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals of some special functions from a new method 

Nov 2015 - Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals of Lommel functions from an inhomogeneous Euler-Lagrange method 
Nov 2015 - Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals involving the incomplete elliptic integrals of the first and second kinds 
Jan 2016 : Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals involving the incomplete elliptic integral of the third kind 
Aug 2016 - Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals of products of special functions 

Nov 2016 : Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals of incomplete elliptic integrals from Jacobi elliptic functions 
Mar 2017 : Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals involving complete elliptic integrals of the third kind 

Apr 2017 : Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals involving the Jacobi Zeta and Heuman Lambda functions 
May 2017 · Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway-Indefinite integrals of quotients of special functions 

Jan 2018 : Integral Transforms and Special Functions 

- John T. Conway Indefinite integrals of quotients of Gauss hypergeometric functions 

Mar 2018 : Integral Transforms and Special Functions 
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Voici le résultat fondamental de la première publication résumé en quelques mots : supposons y(x) 


solution de l'équation différentielle du second degré suivante : Y Œ) + PG)y (X) +q(x)Y(x) = 0. 


_ [erw 
Et soit la fonction f(x) définie par la primitive : f(x) =e 


Alors pour toute fonction h(x) arbitraire au moins dérivable, le résultat suivant de l'intégrale 
indéfinie est établi : 

[dx FOR" о) + рО) х) + CAC = GO G)y G2 = у G2^G9) 

Le caractére arbitraire de la fonction h(x) implique la possibilité d'établir une infinité d'intégrales 
indéfinies. Parmi celles-ci, l'article expose deux méthodes pratique pour le choix de la fonction h(x). 
Par ailleurs si la primitive f(x) est facile à calculer, il y a de forte chance d'obtenir des résultats 
intéressant. Pour choisir h(x) deux méthode pratiques sont proposés. Pour intégrer la fonction elle- 
méme, on peut choisir h(x) solution de l'équation inhomogéne : 


h(x) solution de h" (x) + p(x)' (x) + q(x)h(x) = NS 
f(x) 


у(х) = [dx y = ЛО) (т G)yG) > GA) 


leng ) 


On peut encore plus simplement prendre une fonction constante : h(x)=1, il vient alors : 
Jar 69460y 99 = — G0» G0). 

On peut également prendre les fonctions suivantes : 

h(x) solution de h" (x) + р(х)А' (х) = 0 

> [dx SGA») = f GI G)yG) - y GA GQD) 

h(x) solution de p(x)h' (x) + q(x)h(x) = 0 

> [dx f GO" Gy = f eX О) убх) — y G8) 

h(x) solution de h" (x) + q(x)h(x) = 0 


= [dx FOPO EYE) = f GU GG)  » AG) 


Fort de ces quelques résultats commençons par les fonctions de Gegenbauer de première et 
deuxiéme espéce et leur intégration directe. Il vient : 


(1-32) G)- (22 + Dx y G9) +v(v 24)» G9 = 0 


p(x)--QA- D) 

© tal QA-Dz y'(x) + v(v +24) у(х)=0 = 

1-0) EM q(x) = NET 
x 


Calculons la fonction f(x) : 


= Katz 024+ DE С ,QA*D, Е x) 


1 


(2441) (2441) 


f(x) = а ко, = Ж 2 => f(x) = (1=x?) 2 
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Prenons h(x) solution de l'équation inhomogène : 
E + І x v(v + 2 1 
т a 
2 ol 
Cherchons h(x) sous la forme h(x) = (1 — x Y h' (x) =-2a x(1 -x Y 


i" (x) 4e(e—Dx2 (1-2) -2a(1-x*Y =(1-x?Y?(2a(2a - 0x? -2a) 


— h'(x)- E "Zi j=l- x ^ Be (ala + 2)-v(v +24))-2a +1+v(v 24) 
En posant œ = SC => h''(x)— CAU DE h'(x)+ 22) h(x) = (= го +1)(v +24 - 1) 
(x) 2 са 12 n 1 
=> h(x) = ( Y 3i 7 solution de h''(x)— те h'(x)+ h(x) = === mn: 
v + LV + = 1—х үз 


Autrement dit le premier résultat important est le suivant : 


[dx у(х) = Го) (О) у(х) - » G2) 
1-х? ) 2 а io = = 1)x(1=x? NE — 
(v +1)(v 4 24 -1) = (valXv 424-1) 


facs ES CURE AE ES EURE c'e 
xC. (x)=U-x") 2 


(22+1) 


h(x) = f) =(1=x?) 2 


(v+1)(v +22 - 1) 
(24 -1)xC^(x)-(1=x?)C^'(x)) 

(v+1)(v +22 - 1) 
(22-3465. = 0) 
(v +1)(v +24 - 1) 


Í dx C^ (x) = 
=> 
Í dx Cl, (x) = 


première espèce 


deuxième espèce 
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En intégrant les deux formules de dérivation des fonctions de Gegenbauer, il vient : 
--xt eh G)evxcHG)-Qa-1«v)c2.G) 
-(1- x° Eiter + са G)- QA +) (а) 

[ax C? (x) = (xc? (x) = Gi (x) 


première espèce 


(v + 1) 
=> 
C - Ci 
[ax Co, (x) = (x (О) P F D (x) deuxième espèce 
Í dx C^ (x) = (c Sal aco) première espèce 
= 
C -xC 
fax Cos (x) z ( (ua XIX D (x) deuxième espèce 


(v +1)C^ (z)=2(4+v)zC?(z)-(24 +v -1)C2 (z) 
Comme хс) Cae QA ev с (о) (са) 620). (са) Cl 


2(A +v) (v -24 -1) 2(A v) 
À À 
Í dx C; (x) = ECH m = (x) première espèce 
=> 
C -C 
[ax Co (x) = (x SCH SC (x) deuxième espèce 


Le dernier résultat est une intégrale indéfinie connue (voir A.PPrudnikov, Yu.A.Brychkov, 


O.I.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions, page 52, section 1.14.5 formule 


1). 


Toutes les intégrales indéfinies plus haut sont intimement liées par les relation de récurrence des 
fonctions de Gegenbauer avec des ordres ascendant ou descendant, ce qui permet finalement de 
donner une ud idi intégrale indéfinie connue : 


= [ax C; (x) = Ca Œœ) a Œ) première espèce [dx CA (x) = Cop Œ) 
"°° 2(2-1) E 2(A-1) 


qui est tout simplement l'inverse de la formule de dérivation donnée auparavant (voir 
précédemment). En conclusion ces intégrales indéfinies obtenues par le procédé de J.T.Conway sont 
également déjà connues moyennant quelques petites manipulations calculatoires. 


deuxiéme espéce 
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En parallèle donnons l'intégrale des fonctions solutions de l'équation différentielle du second 
degré : 
y(x) solution de: (1 -x )у'(х) —2(34 +1)х у'(х)+ (v _ DI ++ 1)y(x) =0 
À 
e убх) = (1-2) ?(C,P^ (x) +С,02 02) 


z, ù | vi " A S 
P. (z), О, (z) fonctions associées de Legendre de première et deuxième espèce 


Ваа)" 
E E es (x) 
= d в) 


—X 


2 


[dx р(х) = (A + гов - х) f(x) = ae = (1 _ x? y" 
Prenons h(x) solution de l'équation inhomogène suivante : 
= | 2(2+1)x -A)v+2+1 l 
Lo TTT 
(v+2)v-2+1) (1=x2) (1=x?) (1- =x 2 
D'oü le second résultat portant sur des intégrales indéfinies des fonctions de Legendre associées : 


[dx у(х) = fe) G9» G9 - у OA) hŒ) = Т се п) "95 À Ç ) m 


h(x) = 


solution de h'(x)- 


ло) (у) уор (12А) où уб) =) ot 
H -piP H =(1-x?)2P"'(s)+4x(1-x2)221(s) 


C o; H =) зоол) * gio) 
— [ах (1 ofze (x) = 


2 \(4+1) А A А 
(x) 2 x(1-x?) ^(1-x2) 2 P^(x)-(1=x? N -x J2 P/'(x)+Ax(1-x2) p? e 


Е (v - AXv - A41 


(1=x?) 2 (à xP^ G3 - (1-32 )P?*()) 


 (v+A)v-2+0) 


ү para (у xP? (x)-(1- x? JP2'(x) 
> jalir o ass ig re) 


(à xQO?(x)-(1=x?)O^'(x)) 


рау V D (v+4)v-2+1) 
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En utilisant les deux formules de dérivation, il vient : 
-(-х°)Р/'(х) =v xP a) -hA +v P) 
-(1-x?)R^'(x) =(v +1-A)BA +1)хР/(х) 


(i-e) (роо) - PAG) 


Sjal- Peo ASS 


= | dx уо) 1022-00) 


(v - A41) 
= [ах (1-x2)2 p? (x) = (1-2) (рл, Gex (x) 
I (v A) 
230 = JE X aŒ) xQ (х) 
al gro = @ eren 


Il existe déjà un résultat connu de cette intégrale indéfinie : 


= [axi Be PA (x) =-(1 2) P^ (x) 


À 1-2 
=> [а (1) 202(x)=-(1=x?) 2 Oe 
II suffit d'introduire les formules de récurrence sur les degrés et les ordres : 
PAC) -zP (2) SÉ (2) - PA (2) Pr (@)- E) 


(—: в) = bere: (- 2) Р (у= 


(v-u+1) (u+v) 2v +1 


| 1 
h-r Ov- lët (ижи) M-P и) (и = upto uO 
(12.2) реа) = aee н) (с) + a Dv JBS CD 
` (2v +1) 
Pour retrouver ce résultat, il suffit d'introduire l'une de ces formules, et il vient : 
À 

[dx l-J? P^) S (1=x?) 2 ( xP^ (x) - P^,(x)) _ 

(v - A41) 
2р, (z) pe (z) 


Or 0-Р) = 


= [dx (1-х Р(х) = (1-7 RES PM (z) 


(v - A41) 


C'est l'intégrale indéfinie connue donnée dans A.P.Prudnikov, Yu.A.Brychkov, O.l.Marichev-Integrals 


and Series - Volume 3 — More Special Functions, page 34 édition russe, section 1.12.1 formule 8 
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Intégrales indéfinies des fonctions de Gegenbauer de première et deuxième espèce pondérées 


Prenons le choix h(x)=1, il vient immédiatement : 


fa faw- 
(2441) 


q(x) -v(v Hc f(x) = 0-х) 2 


(22+1) 
gd E 
i f&li-x) 2 Cie: 22) 
(2441) 
Qin ere 
Га) 7 с, = SES 


Comme il existe une formule liant la dérivée des fonctions de Gegenbauer avec les fonctions de 
Gegenbauer d'ordre supérieur, il vient : 


24 
v(v + 24) 


CAD 24 Gi 
fa(i-x) 2 Соу) ° 2 cé ut) 


fal- (sd C^ (x) =- (-x) + ci 


C (x) =2ACH T (x) > 


Le dernier résultat est encore une intégrale indéfinie connue (voir A.P.Prudnikov, Yu.A.Brychkov, 


O.I.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions, page 53, section 1.14.5, formule 
7). 

En utilisant l'une des formules de dérivation des fonctions de Gegenbauer de première et deuxième 
espèce, il vient : 


E x datz =v xC?( )- QA -1+v)C? (x) 
-(-х°)с/'(х)= S )- QA * vc; (x) 


_ [ах(1-х J СА) = AEE) 
facli- Jr са) = Ug (лс, G)- лос All 

NC Fees EET (nes (Rare) 
[а(х NOE KZ, (v KE, (х) (Оли) (x) 


v(v +22 
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En utilisant la forme différemment normalisée des polynômes de Gegenbauer (introduite par Frye 
et Efthimiou), une fois étendue aux fonctions de première et deuxième espèce, les formules sont 
encore plus concises : 


ec Teen He eve etre) 
AGENCE) T(v +1)Г(л—2) е S d Cr (x) =xCY "eil 


(244) 
Qin 1-x] 2 CC üD tns 1-х?) 2 CG) 
kaa "СӨБ | EN À e éch) ? Co (x) = | ERO ` 
"7 (1 Bes (л Gr 
[&li-x) 2 CO" (x) = Ly EG (x)- cO (x)) 


=> 


(n-3) 

2 GE 1),n 1— PE 
[ax.-x)) 2 coo =] (eng M (х) С" (x) 

(n-3) 


| а) m TE (сө tee CD) 


=> 


(n-3) 


[ax (1 z Co (x) = EN Lu (x)- xC, \ (x) 


En parallële donnons également la forme d'intégrales indéfinies avec les fonctions de Legendre 
associées : 


[dx f (qŒ) 7 — fGOy'CO 


q(x) = L E w DEE ES = fG)q() = (v - Av A1 


y(x) = (1 = x? pip (x) ou y(x) _ (1- x E Q^ (x) 
ло) nen] =(1-х Y?" рол x ү ? P^(y) 


raft- E 9) = -q-e aade 
— x? )P^'(x)+A xP (x) 
(ETA (EEN 


2 a ү (1-x° (х) +2 OG 
Mët)? 


> ëch Frai: (1 xy: ( 
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Compte tenu des formules de dérivation des fonctions de Legendre associées, il vient : 
-(1=x?)P^'(x) =v xP^ (х) - (A +v)P/ (х) 
-(i-x2)e?G3 = (v +1-4)P2 (х) - (v +1)xP/(x) 
(=(1=x?)P^'(x)=AxP^(x))=(v -2)xP^(x)-(4 v), (2) 
(=(1=x?)P^'(x) w) (у 1- Ali (о) (v 1 2) xP? G2 
_ kpi s (i гүз (v -4)xP (а) - (4v E.G) 
[а-в и) (v +25) 
ор (V -A)xQ; 09 - (a «voz (а) 
Dich (v -AYv 41) 
_ 2 pac гү v *1-A) BA) - fv +1+ A)xP? (a) 
fal- praia) EE 
JE (~v +1-4)2 (x) - (v +1+4)xQ/ (x) 
(v-2)v +4+1) 


Avec les formules de récurrence sur les degrés et les ordres, il vient : 


> 


fax Do 


=> 


Гаро) =(1-х 


1-а) P^ G9 = (у —А)хРД(х)—(А+у)РА(х) 


Te (x)=(v - A € 1)P2, (х) - (v +4 +1)xP/(x) 


D D _ E _ y Ei ` 
_ Га) ро) = (0-2) (v-AYv A41) 


u 2 e " E ү Q^ (x) 
Јао 0-0) о AE 


C'est exactement l'intégrale indéfinie donnée également dans__A.P.Prudnikov, Yu.A.Brychkov, 


O.l.Marichev-lntegrals and Series - Volume 3 — More Special Functions, page 34 édition russe, 
section 1.12.1 formule 9. 


Donc pour l'instant, par ce procédé on ne trouve pas de nouvelles intégrales. 


Intégrales indéfinies des fonctions de Gegenbauer à l'aide d'équations conjuguées 


La fonction h(x) suivante est solution d'une équation inhomogéne conjuguée de celle de 


Gegenbauer : 
(1-24) 


1-х) 2 ПЕРЕ К 
а) ал) =) solution de h''(x) =. 


ЕЕ Е. + 
1-2) 1-2) 2 


> h(x) = 
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L'intégrale indéfinie prend la forme suivante en utilisant une équation conjuguée de l'équation 
différentielle de départ : 


[ax f Go G9 + GR (х)+ AGO = РО) (О) ух) = y GG) 


h(x) solution de h''(x)+ p(x)' (x) * r(x)h(x) = M = A" (x) p(x)h'(x) = x r(x)h(x) 
f(x) f(x) 


Notons h (x) solution de h" (x) + р(х) (x) + q(x)h (x) = = 


Гао") + рот) + G8 00)y G9 =| ае] L> Haeo re co - 


Го) 
= [dx у(х)+ [dx far GPO 
> Í dx FA - rG9)h Оу) = A690 G)»G9 = y'Goh(o))— | dx у(х) 
Si r(x)-aq(x) 

= (1-)/ dx FOA) = f GO О) у) = »' G98ÓG2)- | dx у(х) 


Si h" h' 0 h(x) = =—— 
і r(x)=a q(x) et h'(x)* р(х) (х) -0— a q(x)h(x) = fG Td x)h(x) TG 


> = + ) [atr ys) => Гаро) = оду) ` улоо) = — s Ор) = ООЙ) 

intégrale déjà calculée puisque h(x) = zl 

Si r(x) 2a q(x) et h'(x)9 p(x)h'(x) = 2 2 = a q(x)h(x) = — de méme h "(x)+ p(x)h' (x) = B 
Го) f(x) f(x) 

= LA + ) [ах y(x) = = = Je yG) = £690 О) убх) = 69h62) = 

- — „уу Оуу) ОЙО) 


f(x) af (x) f(x) 
intégrale déjà calculée puisque h(x) = @-80-)); (x) й suffit de prendre | - =l1- fB (1 -а) 
a К 


E et астау aeg 


Avec la fonction : 


мд) 2 од (8) 2 mro) родио) 002-00-50) + = Sur 


Cette la solution de l'équation conjuguée ne peut servir pour générer de nouvelles intégrales 
indéfinies, puisque l'une des conditions sur l'équation différentielle est respectée. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Intégrales indéfinies des fonctions de Gegenbauer à l'aide de fonctions h(x) quelconques 


Posons h(x) solution de : 


s а Rs viv A ats) = 0< (24 +)xh'(x)=v(v +24) 
h'(x) _ 1 v(v +22) НЕ „v(v +24) - v(v +24) 
KO t DAD Log(h(x))- Log(x) ESTEE Log(h(x)) - Log(x) CONST 
v(v+24) 
v(v+24) олн) 2 


= h(x) =x 22) => h"(x) = 


(2A + D v(v + 2AXv(v + 24)- 22 — 1) 


Dans ce cas l'intégrale indéfinie s'écrit : 


| dffo- CS ту) 


h'(x)+ i) pea f G)(h'(x)y(x)— y G9A(x)) 


(24+) v(v+24) 
> [а feo (хуб) = feo ea») OAA) ЛО) = (01-0) 2 apex 
v(v+22) 

КК, To Жер v(v +24) ЕА < v(v +24) а(х) 
>h" (x)= ол :x2Afv(v-2A)-24-1) (х) = DD 024) x 


Qam "bäi, (24+ (I _ x? IER Ke (v(v +24)C/ (x) -xQA- D) C? (х) 
=> Iech ЕЕ COE J | 
v(v + 2AYXv(v t 24)- 2, - 1) 


^ E S D (2441) v(v+22)_ 
v xC, (x) 68 Гаф) 2 2441) Cr) = 


-2 


Comme —C? '(x) = 


(2241) Y(v+24) | 
| 22 +D(1=x?) 2 x99 (vV(v +24)C^(x)(1=x?)+x(24 Dl x C^(x)-(24 -1+v)C2 (x))) 
" v(v «2AYv(v «22)-2a -1f0 x) 

221) V(v+22)_ 
m 24+D{1-x° IER x e ` (v C^ (x)[(v +24)1=x?)+(24 «nx | ол +1)(24 -1+v)C? (x) 
i v(v 4 2AYv(v + 24)- 24 -1) 


А-1 v(v+24) | 
_24+1) (1-x JEN tp Ga) (vcio v 22)- 07v»? | ол + 024 1и) (x) 
i v(v 4 2AYv(v 42A)- 24 -1) 


Qiu) Ye), 
[axi -xà) 2 х°*” Ci(x)= 
(24-1) (v-1)(v+22+1) 
_ Ca + fx) 2 x 20 CG +24)+(1-vhx° fx (22 + nG4-1«v)cz.Q)) 
v(v 4 2AXv(v + 24)- 24 -1) 


=> 
(2441) v(v+22)_ 


[ax (1 -x*] 2 x + ES (x) = 


(одл) \ (V-1)(v+2241) 
SE d - 9) A EK й Со cole +22)+(1-v)x? l- STEI EIER Med (x) 
Е v(v 4 2AYv(v 4 24)- 24 -1) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p 
Avec la deuxième formule de dérivation 


(22+1) v(v+24) 
> [dx(1=x? ee С^ (х= QA +1)(1=x? уз 2 ocn te x(2A +1)C^'(x)) 
` v(v 4 2AYXv(v +24)-24-1) 
gD) v(v+22) | 
Comme -CŻ'(x)= Va) EME 2- Dee 5) Гаф х?) 2 Ki 
x? 


CCE 


(2441) v(v«24) 


 QA«n-x)? xc» "(v 24)c? eo 32) xQA + DÍ + 


CZ (x)-(24 +v)xC?(s))) 
v(v+24)v(v +24)-24 -1f0- x.) 
(24-1) (v-1)(v+22+1) 
Ctl) x 9" (+24 


)C^ Cv =x?(v +22 +1))+ xA + D(v +1)C4 (x) 
v(v +24)v(v +24)-24-1) 


(2441) v(v«24) 


[ax 1-х) 2 x т "cC (x) = 


Qa-p \ (v-1)(v+2441) 
_ 24+D(1=x?) 2 x C» (ve2a)cieotv -x'(v +24 1) x(24+1)(v +1)C2.(x)) 
v(v - 2Afv(v +24)-24-1) 
— 
(2441) v(v+24), 
[а (1 =? KS: y (224) Cb, (x) = 


(24-1) (v-1)(v+22+1) 


(22+D(1=x2) x 9"" ((+22)C¿) (ele - (v +24+1)+x(24+D( 165,0) 
il v(v * 2AYv(v 42A)- 24 -1) 


Toute la question est de savoir si ce genre d'intégrale indéfinie est exploitable dans un probléme 
physique ! 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Calcul des normes des fonctions de Gegenbauer, des fonctions propres d'un problème aux limites, 
approche de Sturm-Liouville 


Partons de l'équation de Gegenbauer, appliquée à deux fonctions y1(v,z), y2(v,z) solutions : 


1 d t q 
gn at z JES 2 Jes ena = 0 


2А+1 
f - E [ 2 z 2 25 evi +24) =0 
< 2 


d 22+1 d d 24-1 
> 200-2) 4 Ë - У а) z?) ? (v (v. +22)-v.(va + 24))у, у, =0 


24-1 


22+1 
fi pds attente 


1 


ду dy, ду д?у 
En posant v, =v, + dv к y, 4 dy 2 ару | 
P Ge x ME 2 E s 


= 10-2) (2 Oy, у EN | | = Qv, x) dz(1-22) * (у 


Ov Oz OzOv 


Zi 
24-1 


ыйы жүз 2_ Li „ү дуб) дубо) _ d y(z) 
=> fall 2 ) (y(2)) "wig E ) | Br x xc) д2ду ка 


Zi 


Avec la notation des fonctions propres du problème aux limites en coordonnées ultra-sphériques, et les formules de 
dérivation, il vient une expression différente de la norme : 


ff ôD? (z) дФ (z) dot: 2:0 D^ (z) 
Í ор ôv 6 v J| 
es ee (2v +24) | 


Dérivation valable pour toutes combinaisons linéaires DÂ(z)= a C? (z)+ С, , (z) 


00 (z) Е (24 -1 vi (z)-vzo?(z) 8’? (т) E Ô É -1 E P 


1-z? 


ez 0-2) ôzôv ду 


= 1 ; a (e)-ser Ge 64 Jive S sto E. 
1—2 ER = 

SE 
v 


E дф (2) äist Lus 09i] ln ët т 
0-2) | == = Ф; (z) Еу J|- (1-z?) dh (z)x 


ÔD, a(2 


LS 1+v) 2 VZ 


CE) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On arrive au résultat suivant sur la norme : 


22 


00, (z) 
ду 


22-11 (20 -1+v) o? LI d'G 
(1-2? ES ду 


-9:(z)e? (z)- 20:(z)] 


= jeter оу D | 


21 $ 
Pour exemple, prenons un problème aux limites de Dirichlet sur une section conique pleine de 
l'hypersphère d'angle д, homogène à la surface conique latérale, comme suit : 


z =Cos(9,)= u, 2, =Cos(0)=1 A- 2 Solution y(z)=C/(z) tq С^(Со5(9,))=0 


| i-r (ee ôC? (=) CG TG] 3; ell 8 
i ; AE доду). Б ш ӘСӘ) 
Е с *(G of- (2v +24) = (2v+24) ôv ё 


k OAI ou (»-) pee. (v +1)C? 
2 Z 


v+1 
Aan 


(z)-(24 +v)zC?(z) 


= (22 - 1+ da (u,)= (v + DEL (u) 


Z=Ho 


à 1-u,)? (v+24-1)0C/(2) 
prof - jat- cru hr trames c ү, 


=> 40и 


22-1 
IB A š (v +1) ôC} Cl 
(2v +21) ôv CS 


(us) 


Autre exemple, prenons un probléme aux limites de Neumann sur une section conique pleine de 
l'hypersphère d'angle 8», homogène à la surface conique latérale, comme suit : 


Jio = [el dz(1-2?) т (c; (o) 


z- Соз(9,) =U, 2, = Cos(0) Ed E Solution y(z) 2 C/(z) tq кс =0 
| " uk @ A c: org) an Sg nl 
2V (DAZ mw E 
Е | al-z) (cie) Qv +24) Qv +24) 
"NN l-u ES Eed (to) _ _ 22 2 V а um n) 
е Је ела сау cm Bil E ou ovo 


Ces formules SE les normes calculées pour un cône sphérique à trois dimensions. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Cône de révolution hyper-sphérique 


Dans le système de coordonnées déjà introduit comme suit : 
x =rCos(9.) 9, e|0,z] 
, -rSin(9,)Cos(9,.) 9, , [0,7] 


zc Lx] = T Dr = , =rSin(9, )Sin(9,., )Cos(9,.,) 9 € [0, x | 


x, , =rSin(9,)Sin(9,_,) +> Sin(9,)Cos(9,) 9, e[0,x] 

x, = rSin(9, )Sin(9, ,).-- Sin(9,)Sin(9,.) 9, =p e [0,27] 
9, = р > hyperlongitude HA:  hypercolatitude | 
on a évoqué des problèmes aux limites ne dépendant que des variables r et Ÿ,. Il peut s'agir de 
l'ensemble de l'espace à N-dimensions mais dont la nature des conditions aux limites ne sont 
dépendantes que de ces deux variables. Ce peut-étre aussi des sous-domaines dont les limites sont 


également définit par une valeur fixe d'une de ces deux coordonnées. Parmi ceux-ci, introduisons 
un cóne centrée sur l'axe x; dont les limites sont définies comme suit : 


" = j | | j 
rese Ya sr (sina y C, =Ôx/x, e [0,|Y xe [| ud | 
і=1 <= 


Cos(9,) 


ÔC QO, = E € DEI = Kos 


i=2 


Pour x; donné, la section du cône est un hyper-disque de rayon : 


Ge l chat Ext eo Tanla) | pd Ë = 


Rayon de l' hyperdisque xT an(9,) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Problème aux limites à l'intérieur ou l'extérieur d'une hypersphère 


Problème aux limites intérieur sur une hypersphère soumise à des conditions aux limites 
inhomogènes de Dirichlet dépendante uniquement de l'angle 9,. 


A" T(r,0)=0 C.L. T(r,0) , = f(6) 


T(r.0)/xeQ, О, dë | у x «| 
I=1 


Nous simplifierons la notation en omettant l'indice l'angle 9. La base orthogonale des polynómes 
de Gegenbauer convient parfaitement pour le développement en série de la solution. Nous y 


appliquons la condition de finitude la solution : 
Kä l=+0 
ned a eo Y (Ar Bra c? o) В,С, (2)) 


1-0 


J 


Finitude de la solution enr -0— B, 20 en0=0=> В, =0 
T=+% 

T(r,0)= У Ar'C; (Cos(0)) 
1-0 


L'application de la condition aux limites, ainsi que les conditions d'orthogonalité des fonctions de 
Gegenbauer donnent immédiatement la solution du probléme aux limites : 


reo) Sia) C} (Cos(0)) 

Laf roco w = 

` à E 2) (rain жы 
B Norme |C; (z)| = | dz(1-z2?) 2 (C?(2)f = Jm n Im 


[ dz(1- 2): (c? GA 


EU r (ги)? e, лока) ( r) ça 
> 4, = fazd т ) We (z) T(r,0)= "ZIP 2,4 T(I - 24) L G (Cos(9)) 


On peut séparer la fonction limite en une fonction paire et impaire de z, et tirer partie des 
conditions de parité des polynômes de Gegenbauer : 


roj- 29+ fe -6), er fe =) cupi SEX SC z), ferc z) 
qu _ f(2)+f(=z) men fl(2)-f(=z) 
ek D f'(z)- XC ERE 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Dans cette configuration, la solution s'écrit comme suit : 


24-1 


T(r,0)= (r) DU +4 Е (+ à) É ) СА(Соѕ(0)) 4; = [а dh 22) 2 f'(2)C/(2) 


Qnm T(! +25) 


0 £, = 0 
+ 0 EN = 0 


1 24-1 Apa = 
4 = | d(-2)* FOCO C c2a-cyco- | s 


2р+1 


A 2p _ | _ Cpp) r Y” 
E (r(A)) AS (2р) (2р+2)( r Ï R Aj pa x 
T(r,0)= >, IOp421) T C; (Cos(8)) + У К ` n L 

X Co a (C OS 


p=0 


Prenons une fonction limite paire simple, constante f(z)=T, : 


T(r,0)= QUES 4 2р) Cl: | (Соѕ(0)) 


2 7e me OP T2p422) 


1 234-1 1 22-1 
A, = |адї-:2'} 1 fi (z)C2 (2) =T, | dz(1-2*) 2 cio 
-l 


1 


or léif: Ci (z) = 2 del - z JE С2 (2) 


Comme l'intégrale indéfinie | dx ( iex diee s ja СА (x) 
S „ет v(v +24) 

Í e 2À = 24 
d. l= 2 2 C? = 1 2 2 e = Cc 0 
[ад SIS GC) | To EN pp ve] 10521) 070) 

Í p 4À 

dz(1-z?) ? cii = — ACE 
al E 2 c; Q) LG» 0 

2 
(822) 7 
De plus: C (0) = _ => Cè" (0) = 2” Wal(ptA+l) a, l -o 
r(2p-1)1(4+1)(1- р) T(1- p) 


redrar) 


=> ( dz(1-z? ES C,(2=0 p»0 


0 


SEU — "Je Des 


Seul le terme p = 0 subsiste > T(r,0)= T. A y 


1 24-1 1-24 2 
[act — ye = 22^ ^TQA) Norme de lc: | E? => T(r,0) =T. 
` A(r(4)) A(r(4)) 
On obtient et c'est normal la solution triviale T= Ta conforme au principe du maximum et du 
minimum pris par les fonctions harmoniques quelque soit la dimension sur la frontiére du domaine. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Prenons donc un exemple moins trivial avec une hypersphère dont la moitié supérieur est porté à la 
température Toet la moitié inférieure à la température -То. C'est la solution impaire que l'on va 
maintenant développer : 


r(a)Y2 | (2p+1)2p+1+4)( гү” 
rr 0) = r EG?" > poe Gg = d Ч | C, (Cos(0) 


p 


1 B 
avec А, = [e 1-22] 2 Chata) 


0 


1 2421 24 Р _ es 24 D 
[al-z J: Guaiet: | Can ss 2)? C: ro] - Gp*lps1e21) 77 Ô 
ара 2» fr] 2P+24 +1) 
РЕА пос) зараа. 
| r(v + Ges T(2p «1)F(A + "ES T p41r( + DE 
Í ai -2)* eboo A220 J7T(p +1 41) 
° (0р+1(2р+1+24)Г(2р+1)Г(4+ LES 


2^r(4) ee 2224024142) p+ 221) PY 
=> T(r,0)= T, ( S ( p+1+ ) (p+ + iB Ci (Cos( ) 


Ул 7 T(2p+2+24) = 


1 


2p+3 
2 


Cas n=3 â= Н C2,..(Cos(0) = Р,,,.(Соѕ(0)) 
222" (Ap 2 
=>T(r;0)=2T, Y. = 


= à 
ete t 


1+1 


(-1)2 2x 
I! 


l impair > d 


1—1 
А 2) EE VE T) 


TE D) 
l impair > d d = S (2p u 1) 


: py (4p 3) 2р+1 
den Bun эур] eco 


Et l'on retrouve bien le résultat pour le cas à 3 dimensions. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Le résultat est donc que pour une hypersphère à température inversée, de part et d'autre de son 
« équateur > , il vient : 


p=" => T(r,0)= T, 


27 T(A) "2 2? (0p -1--AW (p+2+1 TUM 
A ум» n di C, (Cos(9)) 
(^ gem r(2p+2+2a)r( 02^) 


r 


Remarque : c'est aussi la solution du probléme d'une hémisphére à n dimensions dont la base est 
porté à une température nulle (condition homogène de Dirichlet), et la surface à la température To 


Au passage donnons rapidement la solution pour un hémisphére supérieur portée à la température 
T; et l'hémisphère inférieur à la température T;. Dans ce cas : 
T, - T. 
bum EE ze [0,1] 
Pus ccu om 
2 zel-10] 


Ce qui par principe de superposition donne immédiatement la solution : 


jÍ _ 7-1 
2 


DAT pop PEU Gq mm AE 5 
= 7(,0)-5+ 4 : ) TS || сз а(Соз(6)) 
EE гор+2+2а) (1722) 


F 


ou bien 


TG) sapna ari r 


2p4l 
CZ, (Cos(9)) 
Ул = r(2p+2+ ay! 22) l, | 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Problème aux limites extérieur sur une hypersphère soumise à des conditions aux limites 
inhomogènes de Dirichlet dépendante uniquement de l'angle 9,. 


A T(r.0)=0` C.L. T(r,0)., = f(0) 


T(r.0)/xeQ, dëi PI 
I=1 


L'application de la condition de finitude de la solution (à l'infini ici), de la condition aux limites, 
ainsi que les conditions d'orthogonalité des fonctions de Gegenbauer donnent immédiatement la 
solution du problème aux limites, selon des calculs tout à fait similaire, en séparant la fonction 
limite en une fonction paire et impaire de z, et en tirant partie des conditions de parité des 
polynômes de Gegenbauer : 

roj- 29+ fe -0), PUEH = е JE s= z), JE SE z) 


f“)= SEX ros) 
Il vient : 


4 јао) seio ајаг) pleco 


AT , (2р)(2р+2)(1, r | 
T(r,0) (FG) 2, 4, Г(2р+24) H Ci „(Cos(9)) 


= 21-24 „Ç jis (2 i 2p+1+24 
Е rem J , 
> A r C Cos(0 
Ы с Г(2р+1+24) r ec os( ) 


p=0 


Plus particulièrement pour une hypersphère à température inversée, de part et d'autre de son 
« équateur » , il vient pour la solution extérieure : 


2^ T(4) y 27 Qp41-AJr(p*- A*1)(1. 
л — 1-2p 
Г(2р+2+24)г Bx 


p=" => T(r,0)=T, 


r 


2р+1+24 
J C, (Cos(9)) 


Remarque : c'est aussi la solution du problëme extérieur d'une hémisphëre à n dimensions dont la 
base est porté à une température nulle (condition homogène de Dirichlet), et la surface à la 
température To. Donnons rapidement la solution pour un hémisphére supérieur portée à la 
température T; et l'hémisphére inférieur à la température T; qui principe de superposition donne 
immédiatement la solution : 


T+T, (1-1, NU) SCC TOIT M l, 
2 2 Jr ` `É 1-2p 
T(2p-242A)r T 


a=" => T(r,0)= 


2p+1+24 
) C, (Cos(0)) 


r 


ou bien 


_ 1 +T, 


= T(r.0) +(@-7,) 


2"r(A) &* 2?#(2p+1+2A) (p+2 SE 


D 
CZ, (Cos(9)) 
Ул m r(2p+24 aX =e) | 


r 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Application à un problème d'électrostatique à N-dimensions : on aborde maintenant un problème 
d'électrostatique afin d'illustrer un résultat de la méthode des images électriques à N-dimensions. 
Soit une charge électrique placée au dessus de l'origine de l'hypersphère sur l'axe x, à la distance b. 
Quel est le potentiel électrostatique à l'intérieur et à l'extérieur de l'hypersphère ? Pour cela 
donnons le potentiel électrostatique à n-dimensions de cette charge, en fonction de l'angle Ÿ,. Par 
la suite on omet l'indice dimensionnel de l'angle. 


La sphère étant conductrice, la charge induit une répartition de charges opposées sur la surface de 
la sphère. Cette dernière se trouve alors placée au potentiel nul sur la surface de la sphère. Quel est 
le potentiel à l'intérieur et à l'extérieur de la sphère n-dimensionnelle chargée. Or comme nous 
l'avons vu dans le cas tridimensionnel, l'équation à l'intérieur de la sphère est une équation de 
Poisson avec un terme source constitué par la charge électrique, tandis qu'à l'extérieur c'est une 
équation de Laplace (sans terme source). Le principe du maximum et du minimum s'applique à 
l'extérieur mais pas à l'intérieur. C'est la raison pour laquelle le potentiel à l'intérieur n'est pas 
identiquement nul tandis que celui à l'extérieur doit l'être nécessairement. Le potentiel n- 
dimensionnel créé par la charge électrique est de la forme (q est pris comme une constante de 
proportionnalité et ne représente pas exactement la charge, il comprend également des 
coefficients géométrique n-dimensionnel) : 
T(r,0) = = = - Ï ra, 

Ix - х! xx (r? +r’ -2x.x') 


x' position de la charge x' = (b,0,0,- e 0)2 x.x'= rbCos(0,)— T(r,0) = 


q 
(r? +b? —2rbCos(0, y 
On peut transformer la fonction génératrice en une formule permettant d'expliciter l'inverse de la 
distance en coordonnées hyper-sphériques entre deux points sous la forme d'une série des 
fonctions propres angulaires (les fonctions de Gegenbauer) : 


Fonction génératrice =H - 7 = s eA (z) 
(+ -2tz) I 


1 1 1 ie) 

=> = = C? Cos 0 
z +b? -2rbCos(0,)) pe bY b GO >[ J ^ (Cos(@,)) 

D —2—Cos(0, ) 

r r 


1 
A la surface r =l, : = > B C; (Cos(0, H 
(1? +b? -21,bCos(0,)} L 
Afin de ramener les deux problèmes à un problème de Laplace, on tire parti du potentiel à la 
surface, et l'on recherche les solutions des problèmes intérieur (Poisson) et extérieur (Laplace) sous 
la forme de l'addition du potentiel de la charge électrique et d'un potentiel U(r, 9). De cette façon le 
nouveau potentiel U(r,9)devient solution d'un probléme strictement de Laplace : 


T(r,0)= q +U(r,0) 
Jr? +b? —2r bCos(0) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour les deux problèmes de Laplace, il vient les solutions : 


1 
Probléme Intérieur | U(r,0) = > M(E) C?(Cos(, H 
1=0,+0 r 


U(r,0) 


45 TORRE 


(1212—21 bCos(6,) 


1 
br 
T(r,0)= 1 Ñ b C? (Cos(0,)) 
(12312 =21.bCos(0.)f 1 ' 


1+24 
Probléme Extérieur  U(r,0)= > ZE J C/(Cos(0,) U(r,0) 


Ï 
Z [b 
1602) ccoo.) 


"Hn 


r 


T(r,0) = 


q 
(1,2 12 -21,bCos(0,)f r”, 
Les séries peuvent se simplifier en effet : 


1 
Problème Intérieur Т, (7,0) = 4 p Ë J C? (Cos(0, ) 
(2+12-21bCos(0,) — LI RAT 
1 
Probléme Extérieur | T. (r,9) = d 1 (2) C; (Cos(0, )) 
(1,2+1,* -21,bCos(0,)f 1” Ar 
RE 1 LS) 
D(x, x') = = [ J С} (Cos(0, 
(e + x" —2xx' Cos(0, y x? > ER ( ( ) 
EE 1 
Si x >I, х'—> > = D(x, x') = m. (3 C? (Cos(0,)) = - : i 
r r n=0,+œ Е 
ü + (4 ES GE 
| | E d A 1 
Six—r x'>b=> D(x,x')= SCH - С} (Cos(0,)) = Е m Сон) 
n=0,+œ — 
=> Tu (1,9) = ` 4 
Li +b? —2rbCos(0, y e Ex Á 
lc qp 2brCos(0) 
p 1 
T,,(r,0) = Я d 3 
(r2 +b? =2rbCos(0, y b | š É ) 12 J 
r< +| =| =2r = Cos(0) 
b b 
= Ta (1.0) = 1 ` =0 


Li +b? =2rbCos(0, y Li +b? =2rbCos(0, y 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On retrouve bien le fait que le potentiel à l'extérieur est nul du fait des conditions aux limites nulles 
du problème (Laplace, principe du maximum et du minimum). On retrouve pour le problème 
intérieur la solution donnée à l'aide de la méthode de images électriques pour une hypersphère 
conductrice, soit un dipôle constitué par la charge électrique de départ placée à la distance b et 
une charge de signe opposé placée sur le même axe à la distance 12/b du centre de la sphère et de 
charge -q(I,/b)?. 


L'équation de Laplace en coordonnées hyper-sphériques : 

1 T 1 1 T 

L 162 CO, 10 [gira TES) 0 
г" òr ór r^ Sin" ?(9.) 08, 09, 
est en effet invariante par la transformation r'->l?/r : 


Si T(r,9,) solution de À. 2 G AD. A - 2 2 Sin? (9,)270-2,) = 0 
r" ôr ôr г? Sin" ?(9.) 89 08, 


n 


n-2 9: 
Alors U(r,9,) = (+) (E ә, est également solution A,U(r', 9, ) = ^, ,U(r', 9, )+ Ano, U(r', 9, ) =0 
r r 


Notons А, = А,, +А,, sachant que AT(r',9, ) = A,T(r',9, )+ À no, T(r',9, ) =0 


, L? 1? dr 1° 
Posons r'= — <> r = =- 
r r dr r 
Il vient 
2 
H EH) El, erg 877 (8) 9 032 |- o 
r ôr ôr r^ Sin"?(9,)09, 08, 


EES 2 ' ' ' 
ME: 17.8 Ce у " 1i | B ó Sin (o, 90€. 9) E 
L, r' ór ór' r° Sin"?(9.)09, 08, 


n+2 
< 8 [A to ,9,)+ A „o Uli, 9, | 0 c.q. f d. 


r 


Ce qui confirme le résultat de la construction de la solution à l'aide de la méthode des images en 
électrostatique. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Solution des problèmes extérieur et intérieur électrostatiques N-Dimensionnel sur des corps 
éométrique de révolution connaissant la valeur du potentiel sur l'axe de révolution (inspiré du 
Jackson, Classical Electrodynamics 


Dans le système de coordonnées déjà introduit : 

x =rCos(9.) 9, e|0,z] 

Xz = rSin(9, )Соѕ(9, .) Qe [0, x | 

XE rSin(9, Jsin(8, , )Cos(9._,) He [0, x | 


cht Dx? = 
m eg 
PE гЅіп(9, )Sin(9,.,)- `> Sin(9, )Cos(9, ) 9, € [0, x | 
x, = rSin(9, )Sin(9, ,).-- Sin(9,)Sin(9,) 9, =@ e [0,27] 
9, =@ > hyperlongitude HA: > hypercolatitude 


Les problèmes aux limites ne dépendent que des variables r et Ÿ, que l'on notera 9 pour simplifier 
Ici l'axe x1 est un axe de révolution du problème aux limites, on le notera z comme dans le cas à 3 
x >0 9=0 


XI оніо) [^ EE We 


dimensions : 
Connaissant la valeur sur l'axe de révolution, en notant la valeur z-r, et si l'on peut développer 
cette solution en puissance (ou inverse des puissances) de r selon les limites du domaine borné et le 
probléme intérieur et extérieur, comme suit : 


1 1+24 
Problème Intérieur T(z = r) = > АГ) r«l, Problème Extérieur T(z= r) = > al r >l, 
y r 


1=0,+œ 1=0,+œ 


Alors les solutions des problèmes intérieur et extérieur dans tous l'espace deviennent : 


Í 1+24 
Problème Intérieur T(r.0)- > 16 C? (Cos(0)) r«l, Probléme Extérieur T(r, 0)- > ali: | Cj (Cos(0)) r »l, 


1=0,+00 1=0,+00 


Pour résoudre certains de ces problèmes on fera appel à la fonction génératrice des polynômes de 
Gegenbauer : 


i -YwciG) z=0> —— 


Fonction génératrice — 
( +w? - 2wz) 1=0 


ў -$v C? (o з 


m 21-0 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Considération sur l'électrostatique à N-Dimensions 


On sait que le potentiel crée par une charge q0 concentrée en un point x' dans un espace à N- 
dimension est solution de l'équation de poisson, et possède la forme suivante dans tout l'espace en 
un point x : 


G(x,x')= qo EE sin23 п=3 = G(x, x')= — 1 — 
Ach - x" 


Il s'agit également de la fonction de Green dans tout l'espace Rn. Pour obtenir le potentiel d'une 
répartition de charges telles que définie par une densité volumique dans un domaine fermé Q, il 
suffit d'intégrer sur des volumes infinitésimaux du domaine Q : 


TEC 
Densité ois x'eQ q = p(x')d Vo => T (x) = Í p(x')a Vo 2 = 
icd 2л" (n-2)x х 
x | pix) 2 р(х) 2л"? 
= T(x) = Í dV. —— = Í dV, ———9——-  sachantque S(n,l)= 
Œ) S(n1(n-2). DAT  2z"?(n-2);2, “|х-х|'” бы, 


2 
S(n,1) Surface de l'hyper — sphère de rayon unité en dimension n 


247? p 


S(n,1) Surface de l'hyper — sphère de rayon 1 еп dimension п => S(n,1) = 


L'électrostatique à N-dimensions suit donc les mêmes règles que celle à 3 dimensions. Dès lors pour 
calculer le potentiel d'un solide quelconque chargé avec une densité volumique donnée, il suffit 
d'intégrer les potentiels élémentaires crées par chaque charge contenue dans un volume 
infinitésimal. 


Transformation de Kelvin, inversion sur une hyper-sphëre de rayon Ir 
La transformation suivante consiste en une inversion des coordonnées : 


+ 2 
OIX L 


> 


E TRE "e dt ur NY Us 
x =(x 237 xc ui) iq х= > |х| we x 7 2 Р 2 
x| [x] 2080 
Si une fonction est harmonique dans un domaine D de Rn (ne contenant pas l'origine des 
coordonées), alors la fonction dítes transformée de Kelvin suivante est également harmonique 


dans le domaine D' transformée par l'inversion : 
T(x) s AT(s)=0 xeD=T(x)- = q AT'(s)=0= T(x)- = = 
x' x' x' 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Problème extérieur, filament fin de longueur 2l placé sur l'axe x, avec une densité 
linéique de charge q, potentiel dans tout l'espace, application de la construction précédente : 


Le domaine d'intégration correspondant au filament fin s'écrit : o = Lo e P Lux 2x 2 = x, 20] 
Le potentiel le long de l'axe x1 s'écrit sous forme intégrale, et le calcul de sa valeur sur l'axe x1 
lorsque |x1|>l est aisée : 


' BW p | E 1 DE Vs Si E 
x'eQ =T(x) (n —2)S(nl) dVg kp lol Mei Al 


x'e 


Ix =x] = IW -zY +x, Anal 


+I +I 
-2 p dz p dz 
4= > T(%.,0,--+,0)= | 2 | 
2 ( 1 ) (n -2)S(n,1) " -4"° 2AS(n,l) "x - z” 


-l 


p 1 1 p 1 1 
P | >l => Т\х,0,:::,0)= = 
renons Х| (x ) 24S(n3JQA _ 1) | (x, Е SE (x, + SES? | HEI EN KE 1)x 77 S n 24-1 M ES 
Xx X, 
k=to k k=+œ 2k+1 
œ Ll _-S'I@tt}x =—T(x,.0,---.0)= M T (24 +24) B 
1-х) Д Го) k AS(n,1)(24 -1)x2^! Z Гл окт) x, 


p a m DT à 
T[Íx..0.....0)= 
эл) А5(п.1(24.—1)/?^1 Z a) 


dz 


|x; -zl 


+I 
Cas particulier À = Г => T(x, ,0,0) = 2f >x% >l T(x ,0,0) =. P Log саа а 
2 4л 5 4л T 


x =| 


$ |o 
PSS 
S 
09 
ZF xX 
— 
+ 
х | 
MIL 
| 
S 
09 
He 
| 
Wc ЕЕЕ 
——— 


+00 1 | 2п+1 
P 
= X, >l Т(х,00)= 7— zi 
n=0 


1 


i _ 1 T(.8)- p +оо C2, COS p +œ Р, tyr" 
>r>l S 27 n=0 2n+1 r 2л п=0 2п+1 r 
k=+% 2k+24 
P І r(24+2k) = „a 
a C5, (Cos(0 
us ASQA 2422 -1)^^" > É rQ4 124 +1) 2 (Cos(9)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour le cas |x1|<l ou r<l, l'intégration directe est possible : 


1 
x'eQ = T(x)= A. Í dV, ———— x={x,x DEA x'= (2,0,--.,0] 
bel, "kat? "" 
>- > n-2 = +l 
n- = d. 
Ix х 2 - (os -zY +x, esa.) 2 = T(x)= кз! 2 = 
"(xi -z) +х +> +X, E 
Р dz 
- + 
Р р ЖҮЗГӨ 2 _X — Z j _ 2 T(x)= p 1 | ra 
OSONS T, X5 + +X„ u => 2 => (x) (n-2)5(n4) = ; m2 
j (x-z) | ° 
I+ > 
ri 
xH 
E 1 T du u 
= T(x)= E Í Or Í u dl ‚А; NM 
(n-2)S(n,1) r,” aitu) fe) Р 
N š x +H 
p acp pote 
Т\х)= F| = Ai = 
Se (n=2)S(n,1) r, "3 [ | ( GER ) x 
Z p 1 1,3. (5+1)? 1,3 (xj =!Y 
Т\х)= HF| —,4;—; l) Fl =,A;=; 
=> (x) (n=2)5(n.1) n +, H ә? "E (x ka 1 2? 2? "E 
Lorsque N=4: 
k=+00 2k+2 k=+00 2k+2 
A _ P І T(2+24) „a _ P l 
r>! a Seier arise У |2) Gic Cercle D B C. (Cos(0))- 


Pour les puissances supérieures l'expression littérale avec les fonctions hyper-géométriques permet 
de retrouver les valeurs sur l'axe x1 lorsque x1>1 par passage à la limite, à savoir : 


x H 


=> p 1 1 3 2 fi p u 1 3 u? 
=> T(x) = R| 585 = AS 
( ) 24502 +2.) BS [ 2 (5 2 ie IR ET, 24 2 E 2 2 


x +H 


r, 


2 
cr E [лт “J ! I «cay, ? «of?)) 
Wi 


p ND iN 
T ... e 
=> (x 0, 0) 21 mea 


On retrouve bien l'expression en passant à la limite r,.>0 avant l'intégration. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Problème extérieur, anneau fin de rayon la avec une densité de charge p constante 
placé à l'origine des coordonnées sur l'hyper-plan (x;,...,x,) d'axe de révolution x1, potentiel dans 
tout l'espace, application de la construction précédente 


« L'anneau > de rayon 1, centré sur l'origine des coordonnées, avec x1 comme axe de révolution est 
défini comme suit : 


Anneau x; a X= (x sic Ei ) < Surface de l' Hyper — Sphère de dimension n- 1 et de rayon l, • 


Tous les points sur < l'anneau > étant à égale distance d'un point sur l'axe x, il s'en suit que le 
terme de puissance inverse de la distance est constant et que l'on peut sortir de l'intégrale. 
Admettons que la densité est constante dans le volume. Il vient : 


> > > 


x={0,x,,,x,} x'= {z =x,,0,--+,0) 12 =x" +> +x„" => xx] yz +1? 


= T(z)= ЕРА [45 = pS(n-11,) 
He n-2 
(n -2)S(n,1)1x -x| x'eQ (n=2)S(n,1 2? +2] 
п-1 
e n/2 n-2 
aa Al is) a Sail re) SDL"? _ 
n- m SCH 
il 2 J r(2) (n- 2)S(n,1)\z? + T 2 
1 n-2 
S(n-11) 1 p Sal 22 
= T(z = 26 = z 
(n-2) S(n.l) A (n-2) Sall 12 "2 
1+ 12 1+ p 


En utilisant la fonction génératrice, on écrira le potentiel sur l'axe z : 


y CÀ(0) z«1, 


p S(n-11) |25 | 
n-— 2) S(n,l) x (] 21+п-2 " Hd 21+25 P 
DE CA(0)= У p C2(0) z>l, 


z 


А = HE 


Et par extension le potentiel dans tout l'espace : 


Y (E) сус) m 


ў „у CA(0)CZ(Cos(8)) r >1, 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On retrouve le potentiel d'un anneau fin à 3 dimensions : (dans une version précédente en 
coordonnées sphériques le potentiel était le même à un facteur multiplicatif Ал près). 


п-1 


3 
SCH n/2 _ p 
n=3> S(n-1,1)= 2 = et S(n,l)= 27 S(n-1L1)_ \2)_1 
= 
7 
e 21 
É P (0)P,,(Cos(9)) r «1, 


| > 

à =L r(,9)- £19 
2 2 | œ 
> 


У 


Ви P (0), (Соз(0)) r>, 


r 


Exemple : Problème extérieur, anneau fin de rayon la avec une densité de charge p constante 


placé à la distance z, l'origine des coordonnées au dessus de l'hyper-plan (x2,...,xn) parfaitement 


conducteur d'axe de révolution x1, potentiel dans tout l'espace. 


De l'exemple précédent, on tire le potentiel du seul < anneau > placé en z-za : 
_ 1 n-2 бИ 1 n-2 
GR p Sle-Ul a _ o Saul a 


n-2) S(n,1) AMD ш (z+ ч) -з=, 


n-2 
2 


n-2 
2 


n—2) S{n,l e 
KONIE : 
= z> z, +1? 
2 TO 
2 2 
( Z5 Fla ) 2 72472 
14 7 2 5 5 
2 z, +I, SS 
СЕРЫЕ En гуу 
1 œ ERU dee п—2 
Là 
К ш w Су ()— 2 12 À = 2 
22 = z, + 
I+ w* —2wt 1=0 PAG A NN T Za ES EET 
2 zr 


1 
Á d = es) r< jz +l 
Za 


_ p S(n-M) L | 
= T(r,0) (n-2) S(ni) | 5 n5 i РГУ 1424 
Za la d 26 = ER E E 
Zq 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour déduire le potentiel de cet anneau placé au dessus de l'hyper-plan parfaitement conducteur, 
on utilise la méthode des images électriques. Le potentiel est équivalent à celui de deux anneaux 
placés de part et d'autre du plan, à la même distance et de charges opposées. Compte tenu des 
propriétés de parité des polynômes de Gegenbauer, le potentiel aura donc immédiatement la 


forme : 
1 
те 

T(r 0)= p Sta UI p 1-0 z F 441 ? 

> (n-2) S(n,1) ( St 2 Tor 

Y r 
=> T(r 0)= 2p S(n 11) ] r? 1=0 2 da 
(n-2) S(n,1) ( 2 JB К ; ; 
z, +)? Y Em 

1-0 r 


1+22 


CH _ fa c Za Cj(Cos(0) r«4z +? 
2 2 2 
Za +1, Za tl, 
С c? a С (Соз(0)) r»4z, «1 
z,” +1? 24 E E 
21+1 
Со — Сз (Cos(0)) r < za +1, 
4Z4 +I, 
21+1+24 
Côn Lor Câ. (Cos(9)) r» Jz,^ +a 
Za + a 


Exemple : Problème extérieur, anneau fin de rayon la 


charge 


lacé à l'origine avec une densité de 
otentiel dans tout l'espace, entourant une hyper-sphère conductrice de rayon ls, la>ls 


de valeur nulle pour le potentiel à la surface de l'hyper-sphère 


Là encore la configuration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence de l'hyper- 
sphère conductrice puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. Le 
potentiel total est donc l'ajout du potentiel précédemment calculé de l'anneau avec un potentiel dit 
de surface tel que le potentiel résultant est nul sur l'hyper-sphère conductrice : 


T(r,0)=T (r,0)+T,(r,0) 1, «1, 


r 


> 


` 


n-2 S(n - L1) | — i 
а neo- e Stall | 
NC 


T,(r.0) tq (r6), =-Т, 


l 


s 


z a 
r-l, 


(r.0), 


>ne- EE 
2 J UE 
SE A : Г ` | : А 
SEW 


| 


1 


а 


| cà(o)cà(Cos(6)) r< 


1 21+24 
gi c; (0)C; (Cos(0)) r >1, 


21 
| CÂ(0)CA(Cos(0)) puisque 1, «1, 


21+22 
) С2(0)С2 (Cos(0)) 1, <r «1, 


E: ls (ocÀ(Cos(0)) r> L, 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Remarque sur la méthode des images électriques (transformation de Kelvin) 


La solution peut-être obtenue en utilisant la méthode des images électriques en plaçant 

fictivement un anneau inversé par rapport à l'hyper-sphère, chargé négativement de la charge de 
24 

l'anneau initial multiplié par un coefficient de proportionnalité E | . L'anneau transformé est 

l 


situé à l'intérieur de l'hyper-sphère. Le rayon de l'anneau inverse est le suivant et déduisons son 
potentiel avec la nouvelle charge comme transformée de Kelvin : 


s 


E 2 4 1? 
EU = > la 
2 FI la la 


— T„(r,0) ap E ER M) DE (NEIER DEI? 


s Sall E 


mE cag OBEY ASE 


(n-2) S(ni) e, 
On retrouve bien le potentiel additif pour obtenir la solution. 


Exemple : probléme intérieur, anneau fin de rayon la, centré à l'origine avec une densité de 


charge p, potentiel dans tout l'espace, à l'intérieur d'une hyper-sphére conductrice de rayon ls, 
la<ls, de valeur nulle pour le potentiel à la surface de l'hyper-sphére 


Là encore la configuration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence de l'hyper- 

sphére conductrice puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. Le 

potentiel total est donc l'ajout du potentiel précédemment calculé de l'anneau avec un potentiel dit 

de surface tel que le potentiel résultant est nul sur l'hyper-sphére conductrice : 
T(r,0)=T,(r,0)+T,(r,0) 1, «1, 


JS] сисе) e 


p S(n - 1) 1-0 


À Т, = 
> (7,0) (n-2) Stall | œ (q ron КЕ 
DL) сисон) >, 
1-0 
ç 11) $ 21+22 
T,(r.0) tq 15.0), =T), Ge S DE | CÂ(0)CÂA(Cos(0)) puisque 1, «1, 
1-0 


"1 J Cà(o)cài (Cos(9)) 
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21 E e r ИЕ (0)С2 (Cos(0)) r <1, 


i Ou, io) Mi 
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21+2À l 21+22 2l 
a E | | £ ) в (0)c2(Cos(0)) 1, «r «1, 
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=> T(r,0) = 


(n-2) S(ni) 
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< |` 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Remarque sur la méthode des images électriques (transformation de Kelvin) 


La solution peut-être obtenue en utilisant la méthode des images électriques en plaçant 
fictivement un anneau inversé par rapport à l'hyper-sphère, chargé négativement de la charge de 


24 
l'anneau initial multiplié par un coefficient de proportionnalité E | . L'anneau transformé est 
l 


situé cette fois à l'extérieur de l'hyper-sphère. Le rayon de l'anneau inverse est le suivant et 
déduisons son potentiel avec la nouvelle charge comme transformée de Kelvin : 


s 


À= SE 
M UC 


œ 


= T.(r,0) ВЕ p LDS E) chocho) ka 


1 n-2) Shad) er, 


S 


srl) =- SDS) (E) chochol) Sgr 


On retrouve bien le potentiel additif pour obtenir la solution. 


s 


Remarque importante : dans le cas d'une charge ponctuelle en dehors ou en dedans de l'hyper- 
sphère, le coefficient multiplicateur de la charge image est (1./1,)? où la est le rayon position de la 
charge. Lorsque l'on a un anneau, il faut envisager l'intégration d'une charge ponctuelle sur la 
« surface > de l'anneau (une hyper-sphére de dimension n-1) La prise en compte de cette 
intégration donne immédiatement un coefficient multiplicateur de la charge image de valeur 
inverse, soit (1/1). 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Problème extérieur, hyper-disque fin de rayon la avec une densité de charge 


constante, placé à l'origine des coordonnées sur l'hyper-plan (x;,...,x,) d'axe de révolution x1, 
potentiel dans tout l'espace 


L'hyper-disque de rayon l, centré sur l'origine des coordonnées est l'intérieur hyper-sphëre de 
dimension n-1, avec x1 comme axe de révolution est défini comme suit : 


I=n > 
Hyper - Disque Уз. < DE X = (x eX A ) < Intérieur de l' Hyper — Sphère de dimension n- 1 et de rayon 1, · 
1=2 


Admettons que la densité est constante dans le volume. Tous les points du disque situés sur un 
même « rayon » intérieur sont à égale distance d'un point x1 de l'axe de révolution, il s'en suit que 
le potentiel créé par une fine couche de rayon r dans l'hyper-disque est celui de l'anneau multiplié 
par la différence de rayon dr (qui donne la charge totale). Le tout est intégré sur l'intervalle des 
valeur du rayon soit O à la. Il vient : 


n-2 l4 n-2 
dT(x,)=dr pS(n - LI) = T(x)- e far d 


ux -2)S(n,l n-2 
(n-2)S(n,1)(x, +r?) 2 ( е ( Г +r?) 2 
la 22 24 22+1 2 
T(x)- Aa) far à Or [ar á d P EE 
(n-2)8(m1) 7 (22) been) Quee pU 


Q2 1 3 „2 
Comme Lin—— 2 F, ДАНА =0 avec A»0 
r0 (24 +1)х\ 2 2 x 


21 2 
aen ШЕШ. a Ө sfr (|) 


S(n,l) 24(22+1){ x x, 


On trouve immédiatement le développement pour x1>ld : 


5(п-Ы) 1 PR š WM eg 
x >l = T(x,)= p FE d H lie, D 


S(ni) 2aQA«1) x, Due 


= T(x,)= p " 
1 


m1) A a кетон) CR 


5(ы) 24(24+1) e "an: + за + М + 7 k! 


S(n-11) L S y Г@+®) Ë ) 
S(n,l) 2АГ(А) Z (22+1+ 28) x, 

Le développement pour х1<1а est obtenu еп utilisant ипе formule connue des fonctions 
hypergéométriques (voir M.Abramovitz.l.A.Stegu, Handbook of Mathematical Functions, 
HyperGeometric Functions, formule 15.3.7), à savoir : 


= T(x.)= p 


(abs) ауе n aa с+1;а von) er UC 
T(b - a)r(c) 


a 1| Ita-bJr Ар, 1 
= (ғ) „ Fi (a, b;c; z) = [aa c+la bart) Be PE z) "a R[b.b-c+tb-a+t;2) 


DES 
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Appliquons cette formule à notre cas, il vient : 


24 2 
a eu = A 2, 5 Lane 
Хү 2 2 XI 


г d Mail 
1 1 x x 2 2 1 1 1 
=(22 +1), | А,——; 1 l FA = 
( + | B EWEN 5 1, r(a) 2 ( + ob) 
2 EISE 
def A 1.11 
-(2A 41, F| 2,-=;=; T =,6|1+-,0;=;— |=1 
23 KTI l r(A) 
Soit 
2 r m 
S(n=1,1) 14 x x 2 
T(x)- LI FJA 
(x) S(ni) 24 |? | E Ja VE r(a) 


On retrouve l'expression pour un disque en 3 dimensions : 

РА А | 
AER 25378 ENER EE 
Е 2 275 NT L, 


2 2 
2л x x 2л 1 2л i 
T(u)9 9 A zl ] rn І ZP < 
! i my nD 361)" | D MEE OPEM 
+ +— 


la 


1 2 
A= => T(x)= p й al 


lj 


Développons en série hypergéométrique, il vient : 


Ts.) = o Ha HU P S I r(2+k) (af p 2+3) 


== (2)2k-1) k!\ 14 r(a) 


пъ) L HE AEN жаы) 


(2k=1) M I, 
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Résumons pour les deux positions sur l'axe x1 : 


S y r(a A k) Ë | D 
= 24 +1+2k)k! ETE 
me 5-ы) n j£ ( ДЄ 


р 
S(nl) 2AT(A) x Doe TON (x, Y 
lA D) + X 
ET ( B 2. ( y D A SE 
=+00 2k+22 
S cy r(2+4) (2) Y -— 
S(n-M) 1) (2A 414 2k) Eh x 


= T(x)- 


S(ni) 2Ar(A) pde Z rha : yx (1) GER ху: 


? L (2k+1)(x+1) 1, 


Cela permet de trouver immédiatement le développement de la solution dans tout l'espace : 


Me g) pC) A ra) Ver 2, eet (Cos(8))+ X 1} acie E ACÒ) x «1, 
DICE ead" EIN ea , An (YA, 
> 1) E (s CÁ (Cos(0)) x > 1, 
lx ES k T(A - k +1) x a > 
BECH) gë A го) Уеа 2.1 n Cos(0)4 2 1) Po "0 Cl. (Cos(0)) x «1, 


P sni) 24r) |*= 


r(A © k) l 2k+22 
( 1} SE É | C (Со5(0)) x, >1, 
k=0 ` 1 
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Problème aux limites extérieur et intérieur sur une hypersphère soumise à des conditions aux 
limites inhomogënes de Robin dépendante uniquement de l'angle d. 


Soit le problème intérieur inhomogène mixte sur l'hyper-sphère suivant : 
— B(T(0)-T.(0)) =o r(eJ/xeo, о, = lx Уг х 1 
r rèl. I=1 


La solution de ce problëme s'écrit sous la forme d'un développement en série comme suit : 
24-1 24-1 


Aj, = Loch -2°) 2 TC, Ani- Loch -2): EK en z-Cos(0) 
"1 zi 


A T(r,0)=0 CL. a 


ext 


rie) T) va, E 
a Grts til LB É 
(г(л)) per: 2p Г(2р+24) 2pa+lB ЛІ, 
"EN paio a (2р+1)(2р+1+4) LB Р 2 p+ | 
i > Aum Г(2р+1+24) E +LB Н Сз, (Cos(0)) 


Soit le problème extérieur inhomogène mixte sur l'hyper-sphère suivant : 


OT(r.8) = 0 T(r,.8)/xeQ, a, n Ex 
r et 1=1 


A'6T(r,0)=0 C.L. a E ==) (T(r.9)-T.„,(0)) 
La solution de ce problème s'écrit sous la forme d'un développement en série comme suit : 


| С! (Cos(0)) + 


T(r,0)= 


1 -1 1 -1 
Ap =f dz(1-2*) SKI) А, [e-2)* Talia z-cos(0) 
Ei =] 


TENTE) реу a (z) T.C) 
ler: I 


> 4 Al LB үа йн 
r(,6)- CO) — ° I(2p+24) \(2ра+1,В Ar p 


21-25 T p=+0 (2 1} (2 1 À) l 2p+1+24 
Ë | (= р+ ` p+ + B l i 
^ É C Cos 9 

e 2 p+ Г(2р+1+24) E LB IB 2 pa1 ( ( ) 
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Problème aux limites intérieur sur une hypersphère creuse soumise à des conditions aux limites 
inhomogènes de Robin dépendante uniquement de l'angle 8,. De part et d'autre. 


Soit le problème intérieur inhomogène mixte sur l'hyper-sphère suivant : 


№ T(r,0)=0 T(r,0)/xeQ, a GE 
1=1 


CL a TED pro) T„(0)) =0 о. TE p (rb.0)-7..(0)) 


r=l„ 


Par principe de superposition c'est la solution des deux sous-problèmes : 


№ T(r,0)=0 T(r.9)/xeQ, a, lus GE 
1=1 


ƏT(r,0) 


C.L. о, -AT(r.0) =0 a, aA) -B,(r(r,g)-r,(8) =O 
2 к=! Les 
A T(r,0)= 0 T(r,6)/x eQ, Q,= ` pire [S x2 < A 
1=1 
CL a T 69 (r.o) 7„(9)) =o a 210) лө) =0 
r=l; r=l,; 


Le premier sous-problème présente une fonction radiale plus complexe et une solution de la forme : 
1 21- 1 24- 

A, = fel- TEOLO Ap = fall)? 1:60 z= Cos(6) 
-1 -l 


+ (p) = ETC) ре) Teule) T. C2) 
105 == 15 === — 


Ï á l l р+2А 
R (r)= rl | r | 2m e | a) 
рац Bill (p + 22 Jo +Blikr 
-1 
CAR p LY (p à 24) | р+2А 
D = 2"rl r2 А " ; 
p 2 Ph. (8) (p+22)a, + BL, 1, + p, SC 


P=+o 2 2 А А 

(GI х GORE R, (C3 (Сод) 
T(r,0)- ER. p=0 

SE 

"TT T(2p+1+22) 


Р, „Ё а КС (Cos(9)) 


p=0 
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Le second sous-problème présente également une fonction radiale plus complexe et la solution de suivante : 
A 
(z)Ci„ (z) z= Соѕ(0) 


int 


1 24-1 1 24-1 
В, = (dz(1-2?) 2 Tò (z)C;, (2) Bu = ( dz(1-2?) Te 
= t: =l 


GL Talz)- Taltz) 


p р+2А 
S (r) = 1,5 | r | + 1,, KE 
pa, + Bol, (p + 24, = Pala \ F 


p+2À p 
G, = fi 011, p+2À H p Ë | AS) 
La (p + 22)a, = Bola post Bal, Ls 


сые. (2p)(2p +) г | 
т, ,ө)= CON 2. B орад) rwn (Cos(9) 


DA ç c, (2р+1)(2р+1+4 
И D кы e Jo. a. (ЭС, (Cos(0) 


-1 


Ce qui donne la solution globale suivante : 


(z)C?,. (2) z= Cos(0) 


p+1 ext 


1 24-1 1 24-1 
Aj, = [di SS TEGO 47 [d-2)? rz 
zi =j 


24-1 


Bj, =[dz(1-22) 2 TENCO В, = Loi 2) ? Ty (z)h a2) 
=} 


(с) fa 2) Tr (2) 6) -Ta C2) т (2) = LE) «C 2) T- 


2 ext 


I І 


1 p+2À 
r P I p+2À | Е , а) 

ағар ачи CR CI 

Jr) xL (p *2A)a, + BI, r Jr) BE BT, Ж У sm 

-1 
al p d (p 24) p EE 

D — Kal r2 , : , 

| d ha (8) (р+24)о, + BL (1,, + BR, (1,2) 


al pA UE o Be E. i 
G = 1*r2 r2 z ees | 
2 d É * 24)о, - fil b ) pa, + Bj, 5 | À À ) 


NT e (2p)(2p+2) А 
A —— —Lb,,R,, С, C 0 
T(r,0)= ULI > T(2p+2À) (r)C;, (Cos(0) + | 
, DAT == (2p+1)(2p+1+1) 


ý D Ke r(2p +1+ 22) D,,.,R,,.(r)C;,.,(Cos(0) 


SE (2p)Qp- A) , 
B; LE M G, S, (r)C2, (Cos(9 
TU = - T(2p +21) p Jl Ai os( ES 


TA Ç p (2р+1)(2р+1+л) 


Z 2p+1 T(p+1+2À) Gras) (Cos(o) 
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Construction des fonctions de Gegenbauer de première et deuxième espèce, formules de liaison 


II est temps d'aborder les problèmes aux limites sur des sections coniques de l'hypersphère. Pour 
cela rappelons la méthode de construction des fonctions de Gegenbauer de première et deuxième 
espèce : 

1-24 


À 2 2 УлГ(у +22) 2 Б 7 DÉI ` 
C; (z) = SÉ mt) (1 z ) 4 n (z) Gegenbauer première espèce 
1-22 
2 4 1-24 1. 
Co (z) = = T ( m Gi А) (1 z?) 4 о? i .(z) Gegenbauer deuxième espèce 
v +v—— 


Car selon les problèmes aux limites, nous utiliserons également la solution de deuxième espèce. 
Dans le cas des problèmes aux limites homogènes angulaire, l'ordre des fonctions de Gegenbauer 
n'est plus entier mais réel, et le jeu de fonctions propres est liés à la détermination des valeurs 
propres solution d'une équation transcendantale d'annulation de fonctions de Gegenbauer à des 
valeurs d'angle définie : par exemple l'angle d'ouverture du cône. 


Dans ce cas, il apparaît de déterminer des formules de liaisons dans les fonctions de Gegenbauer 
de première et deuxième espèce lorsque la variable change de signe. Pour cela partons des 
formules de Liaisons des fonctions associées de Legendre : 


P^ Cz) = Cos((v + pre)" (2) + Sin((v + и)л)О/^ (2) 
Л 


РИ TE Cos((v + ur )P" (z) - P (=z) " BE Cos((v + uy )P" (-z) - P (z) 
2990-7, Sall vull ра: Ыш) 
= Cos((v + ul" (z) +Q” (=z) = E Cat Puy Е @= Созу + ue)" C2) + 
2 Sin((v + и)л) 
z Cos((v+ur)P#(-2)-P#(2) ` sët > 9 
2 Silo ue) = soo (Ces + ur) )- 
aP" (z) 2 Cos((v + u)r)! (2) + Q^ Cz) 
2Sin((v + u)r T Sin((v + ur) 

Soit résumé : 
«(Su 2 Созу + uk C) +Q” C2. gue Z Cos((v +u}r)P#(2)- PG 
SRE Sue) ges Sara) 
Appliquons ces formules de liaison aux fonctions associées servant à la construction des fonctions 
de Gegenbauer : 


}(б”@ zielt => n^ = 


| À 


| Cosv z)O? ^ (2) Q? "tr 


2 Cos(v ms (2)+ Са (=z) 


À 
Р? _ 2 C; (z) = 
TG Sin(v z) > C; (z) Sin(v z) 
M Zeg 
C. P2 — P? = 
os" (2) = m a e aav- 7 it š = Ch (z) = z Cos(v z)C; EE 
asv- 2 Sin(v л) с 2 Sin(v л) 
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Construction des solutions des problèmes aux limites et parité des fonctions propres 


Autrement dit les formules de liaison précédentes sont exactement les mêmes formules de liaisons 
que celles entre les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce . Or nous avons proposé 
un modèle de construction des fonctions propres sur un problème aux limites symétrique en angle, 
homogène de Neumann ou Dirichlet, sur une section conique tridimensionnelle. Les résultats 
peuvent être intégralement transposés dans une configuration n-dimensionnel de la section 
conique. 


Cas des fonctions propres solutions du problème aux limites homogène de Dirichlet sur une section 
conique hyper-sphérique 


Soit v, une valeur propre d'une fonction propre solution du problème aux limites dans la dimension 
homogène (angulaire). Formons les combinaisons linéaires paires et impaires des fonctions de 
Gegenbauer de première et deuxième espèce, il vient : 


2 À À 
cie) Cà ca = - S zo (c inn E+ C, C2) 
SEET 


De même : 


C)-cica- 2(Cos(v,z)—1) 


x Sites) (67 Co (2) be Со» z) 
л(Соз(у,л) +1) 
2Sin(v,x) 
Donnons quelques propriétés des valeurs propres et des fonctions propres dans le cas 0;-m- 0, 
Ш=-И2: 


Соу, @)- Co, (-2) = (c? (2-C; (-2)) 


CU O) - Cam (45) 
CL) ` Cos) 


= Соз(Ө,); и, = Cos(0,) v, tq 


Си) Co „ (и) 
C; Cu). Сау (- ш) 


Configuration symétrique 0, = л – Ө, = u, 2-—u,—v, tq 


Се qui donne : 
С} (и) | Co (bts) _(Соз(ул)С/ (u,)— C} C42). (æ Cos(v,r)-1) 
CCm) Chy Cu) (Cor) Cm) C ul (Cos(v,r)- a) 
(а Cos(v,x) - 1) 2 


(Cos(v,z) - a.) MONS 


DON des i б. с} 
SÉ ee) | 1 Ine pac Саба) Cos (s) _ 


=> Œ = 


C; (745) Cos (—и„) e (=) Coy (—и„) 
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Il apparait donc deux cas de figure selon les valeurs propres: le cas de valeurs identiques ou 
opposées aux extrémités : 


C): SC s) 
Cas a=1=— = Om? — valeurs identiques aux extrémités 


C; (=u, ) C буу, (u) 


À À 
Cun) Сом (Hi) А е? 
Cas а= -1= =з = — => valeurs opposées aux extrémités 
C; (745) Co, (745) 
En appliquant cette derniére propriété remarquable des fonctions propres aux limites du domaine, 
en la combinant avec les formules de liaisons entre fonctions de premiére et deuxiéme espéce, il 


vient pour le cas pair : 
Cn) _ Co „ b) 


Cas а = =] > valeurs identiques aux extrémités 
(ш) Сї, ats ш) 
Соѕ(ул) + i) ga 
C^ X 1 
vi ( 2) = Sin(v x) С „(u 2) 
n (Cos(v;m) 1) a 
= C 
eos Vi (u Dk 2Sin(v,x) vı (4) 


Et pour le cas impair : 
C^ 

Cas а= Uh) = Co v Gn) = —] > valeurs opposées aux extrémités 
C, Cho Co (n) 


ес Ü a 


С^ 
v, Си») жб (улт) Со» (ta) 
z(Cos(v,x) +1) à 
C 
С: Hi (a,)= 2Sin(v,x) vı (4) 


De ces diverses formules on peut tirer une propriété remarquable des fonctions propres à savoir : 
C; (4) _ Coi. (4) 
Ci (-45) C ors (-u5) 
O (z) Co v (z) 
C; (4) Co, (4) 
с} (4) e SCH (4) 
E Cu). C ouf (—и„) 

vi C; (2) Cu G z) 
C; (4) Со. (4) 


Démontrons la propriétés de parité des fonctions propres, et raisonnons avec les fonctions propres 
de la forme : 


a, -LO Cos C) 
| CG) Cor, (H2) 
Les calculs seraient identiques avec les fonctions propres de la forme : 
Фф. (у= СӘ SCH (z) = С, (2) С бы (z) 
: c (ш) Cor (4) C; (-45) С. (Оуу, (= H.) 


Cas а=1= 


Fonctions propres D, (z) = impaires D, (=z) =-@Ò8, (z) 


Cas aq --1- 


Fonctions propres Ф, (z) = paires Ф, (=z) = $, (2) 
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Premier cas a=1 
On applique successivement les formules de liaison sur les fonctions de Gegenbauer, les 
combinaisons paires ou impaires et les valeurs extrêmes, et cela donne : 


C, ` Co, (2) 


Ф (z)= 

d C; (4) Cio vi Ve 
ER —2 Co (2)Cos(v,z) + C, (=z) x С} (2)Соѕ(ут) - С} (=z) 

xi m Sin(A„mt_)  -2 5 2Sin(v,x) T à _ 

SS ) Co, (u>)(Cos(viz) +1) Fri Ha Cos) -1) 

do Ca З (2)Соз(ул) + Со, (=z) С} (2)Соғ(ут)– Р, (=z) 

М Co Си„)(Соз (улт) + | E а 1) 
DEE C (DCS: 7)+1)- Con (2+ Co (=z) С} (z)(Cos(v,@T)-1)+ C} (2)- C} (=z) 

á SCH ee SEN C; (u,)(Cos(v,z)—1) 
Ф, GER SCH (z) LI - Cow (z)* C, буу (=z) ce С, (2) C} (=z) 

BEC Со, „(и„)(Соз(у,л)+1) С (m) С^ (u,.)(Cos(v;@)-1) 

d Ж SCH (z)- gi (=z) ($n (z)- P, (=z) 
“аш, С^ (и„)(Соз(у, AL С} (u,)(Cos(v,@)-1) 
C; (z) С, vi А (=z) = Сом, (z) – СО 2) 


D, QE C; (4, XCos(v,x) = 1) Cous (u, )(Cos(v,z) 2) 1) 


D, (2) fonction impaire 
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Deuxième cas а=-1 
On applique également les formules de liaison sur les fonctions de Gegenbauer, les combinaisons 
paires ou impaires et les valeurs extrêmes, et cela donne : 


CÒ Cone 
D, (z) = =: 2 1 
C (2) Co, Gen 
—2 Суу. (z)Cos(v,x)+ Coy (=z) л C; (z)Cos(v,x) - C;, (=z) 


D, (2) = 
М л Sin(À,z) 2 => 2Sin(A,z) T i 
QD Co» G6 - Costa) 28m, C^ CX Cos) +1) 
dv AE? л)+ Cio Се 2) C; (2)Cos(v,T)- Р, (=z) 
i Co (us)(Cos(v,z)—1) C; (u; XCos(v,x)+1) 
Ф. (= Com PCs) =) Соз, (D Cg, ED С, (Сози) FV C (2)- B, CD 
" Сом Go Cost л)-1) С} (и, )(Соѕ(уут) +1) 


SCH (z) C (z) (0479 (2) +С, (=z) C; (2)+C; (-z) 
L E: À À 
Qo vi (и) C; (u) “e vi (и, )(Cos(v,x) zi 1) C; (и, XCos(v,7) + 1) 
Со», (+ Се (О), (=z) < C, (2)+C; (=z) 
Су E л)-1) C] (и„)(Соз(у,л)+1) 
C; (z)+ C% (-z) = SCH (PC C z) 
C; (u,)(Cos(v,T) +1) Co, (tt,)(Cos(v,@)-1) 
D, (z) fonction paire 


P, (2) = 


POS т 


o, (2) = 
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La conséquence des propriétés de parité des fonctions propres sur les intégrales utilisées dans le 
développement en série est immédiate à savoir : 
Premier cas a =1=> Ф, (z) fonction impaire 


Condition aux limites paire f (z) = f (=z) 


A, = Í dz neg, (2) -0 


Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 


A, = [dz /(=)Ф,„ (2) =2 [dz f (2), (2) #0 


Deuxième cas a = —1 — Ф, (z) fonction paire 


Condition aux limites paire f (z) = f (=z) 


A, = [dz f (2), (2) - 2 dz f (2), (z) #0 


Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 


и» 
A, = Í dz feo, (2) =0 

=H 
En d'autres termes, lorsque la condition aux limites est paire, alors seules les coefficients des 
fonctions propres paires donnent un résultat non nul, par construction la solution est donc bien 
paire. Il en est de même pour la condition aux limites impaire où dans la série seuls les coefficients 
des fonctions propres impaires sont non nuls, conduisant à une solution impaire. 


Caractérisons précisément le système des valeurs et fonctions propres de ce problème aux limites 
de Dirichlet sur la section sphérique symétrique. En revenant aux propriétés connues d'un système 
de Sturm-Liouville, l'équation différentielle de la partie angulaire devient ici un système régulier de 
Sturm-Liouville, et non un système singulier comme avec le cas de l'hypersphère complète : 


450 90е је" ae pn ЕЕ 


24+1 

= p(2)>0 р-з) DEEN 

Dans ces conditions toutes les propriétés d'un système régulier де Sturm-Liouville s'appliquent еї 
notamment : 

- il y a une infinité de valeur propres tendant vers l'infini 

- comme les conditions homogènes sont de Dirichlet, les valeurs propres sont toutes positives, et de 
plus il y a un nombre grandissant de zéros des fonctions propres à mesure que les valeurs propres 
augmentent, en plus des deux zéros fixés aux extrémités par les conditions homogènes de Dirichlet 

- on peut fixer la plus petite valeurs propre à la fonction propre ne possédant que les seuls deux 
zéros des extrémités, par conséquent ne s'annulant pas en zéro, cette fonction propre de valeur 
propre minimale est nécessairement paire ( a=-1) : Ф, (2), a(v5)=-1 


- concernant les fonctions propres de valeur propre supérieure, prenons Іа première 
immédiatement au dessus Фф (z) V. > Vo, alors d'après les propriétés dites d'oscillation, il y а 
Vi 


nécessairement au moins un zéro entre les deux zéros Фф (z). Comme cette fonction ne peut 
Vo 


comporter que trois zéros, elle est nécessairement impaire et s'annule donc en zéro : Фф (0)=0 
vi 
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donc D, (z) impaire, a(v,) =1 

- on étend le méme raisonnement en appliquant successivement le théorème "d'oscillation", pour 
conclure que Ф, (2) paire, a(v,)= —1, 4 zéros PUIS alternativement pour les fonctions propres : 
a(v,)= C0)" 

2 zéros venant des conditions aux limites D, (—u,)=%, (u,)=0 

Ф, (2) paire, 2p +2 zéros 

D, (z)impaire, 2p +3 zéros ,®, (0) =0 


Cas des fonctions propres solutions du problème aux limites homogène de Neumann sur une 
section conique hyper-sphérique 


A la manière de l'étude précédente réalisée sur le problème aux limites de Dirichlet pour une 
configuration symétrique de section conique hyper-sphérique, dégageons quelques propriétés des 
valeurs et fonction propres pour un problème de Neumann dans une configuration symétrique : 

0, =л —0, > y, = Cos(0,), щ = —H; 


(=v, C? (-u:)- (24 —1+v, Jes aC ts )) uc (45)— (22 IBN, е Ё (u, )) 


C; '(u)- ! = Qo ; 
u, -1 u, -1 

C ' Е Luut, (—и„)— (24 - 1+v,)C (O).v,— (= и,)) 

(Оуу, (д) = P = 

2 
v, u, C^ 22 -1+v Cr 

Co 7 Со 05) 7 ( Lë ee 4) soitv, tq Уу =0 ou „ б) _ Сом, (5) 

d hy =Ï CG Co (д) 

hatt - (22 -1+у,)С2 a) С, Q7 QA -1+v Ki NS 
(-vi C] (745)—- QA- l+v SE C u,)) Er СИЯ Iw Ki (Q)v,- AE Ж) 
С. (2) СЄ б (2) 


Posons le choix des fonctions propres suivantes Ф, (z) = — 
| Со в): Clo, (42) 


Voici quelques propriétés de liaison des dérivées premières des fonctions de Gegenbauer de 
première et deuxième espèce pour les indices vi non entiers. 


21 2 À 
CAO => > Colo O- Cs C2) 
Co (z ) = Me 


Formons les combinaisons linéaires paires et impaires des dérivées premières des fonctions de 
Gegenbauer de première et deuxième espèce, il vient : 


А! А! 2 C. А 1 | 
i S 6 сл E c: Cor '(z 2) + Clo, (-2)) 
+ 7C ,m ) +1 

Со, ES Cow z)- p ) 


(Саа) + c? Cz) 
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De même : 
21 An AC 1 1 ' 
eo Ek Ets Ga (сг Com 2) Co c2) 
C 1 =l Àn А1 
Ch ©- Cipy Ca = О) D (a аз che) 


Donnons quelques propriétés des valeurs propres et des fonctions propres dans le cas Өз;=л- 0, 


Ш1=- H2: 
0, =7-0 > m = Cos(0,); H, = Cos(6,) H, =H, 


>V, tq C, CH) 2 Corn C pa) ET Ca) Е Сом!) 
C; '(us) Co, '(и„) C; '(—u,) Cro, '(=ш,) | 
Се qui donne : 
Posons a = Сиб) _ Coy (6) 
Си) Со, (Ha) 
Cos Un) _ (Costv;) C2 G5) * C2 Cu). (а Cos(v;a) +1) (а Cos(v,x)+1) — 2 =1 


С? Cub) ` (Castra) nuo C9) (Cos) re) ` ` (Cos(vim)+a) 


' 2 ' С^! С^ ' 
a? € P (u5) dë SCH (4) Spa i Су") = Сом (4) M 
P, (u) C C5) C, (= ш) Со (— ш) 
Il apparait donc deux cas de figure selon les eur propres: le cas de valeurs identiques ou 
opposées aux extrémités : 


С} b) „'(и„) 
Cas а =1= =. = Co L2 5^ valeurs identiques des dérivées aux extrémités 
CC) _ Gps C Dä 
c: '(u5) y, Gt) 
Cas q=-] == ** = Co | 72^ — valeurs opposées des dérivées aux extrémités 


C?'-u). C ow E Dä 
En appliquant cette dernière propriété remarquable des fonctions propres aux limites du domaine, 
en la combinant avec les formules de liaisons entre fonctions de première et deuxième espèce, il 
vient pour le cas a-1 : 


C^! À ' 
„ Ub) Сом üb) жнр is 
Cas а = 27 = O ^ 21 valeurs identiques aux extrémités 


С? C H) Coy "(— 15) 
2(Cos(v,x) -1) 


C^ ' = C ' 
vi ш) л Sin(v,m) (Оуу, (4) 
Cos(v,z)-*1 
Cov, (42) = Ee ) ca C;'(u,) 


2Sin(v,x) 
Et pour le cas a=-1 : 
Ub SCH (ui _ 


Cas а = — ; 1=> valeurs opposées aux extrémités 
С; (—и„) CO (— ш) 
Cos(v,x)+ 1) oa 
C^ ' = x ' 
vi ш) x Sin(v mT) Cor (4) 
А Cos(v,a) 1 
Co (M) = m Jo И») 


2Sin(v,x) E 
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De ces diverses formules on peut tirer une propriété remarquable des fonctions propres à savoir : 
rss Й GB) _ SCH Go) 
C Cun) Cow Cu) 
С 00 
Cu) Cow (n) 
Су" ü5) ` Cow Un) 


Cas а --l-—4 = 
C, (745) Gs te ш) 


CA (z) C oss: (z) 
C; Cu) C v '(u5) 
Démontrons la propriétés de parité des fonctions propres, et raisonnons avec les fonctions propres 

CAU Cow (2) 

Ci 2) Co v Qn) . Les calculs seraient (dentiques avec les fonctions 

CG; È) Cow, (2) C; (2) Сео, @ 

C03: de Di CCC ш). 


Fonctions propres Ф, (z) = paires Ф, (z) = Ф, (2) 


Fonctions propres Ф, (z) = impaires D,(-z)=-®, (2) 


D, (z) = 
de la forme : 


P, (z) = 


propres de la forme : 


Premier cas a=1 
On applique successivement les formules de liaison sur les fonctions de Gegenbauer, les 
combinaisons paires ou лр et les valeurs extrêmes des dérivées premières, et cela donne : 


C C, (z) Cos, vi (z) 


Ф (z 

«t de Cu) Cam (4) 
у= —2 Со» (@)Cos(v,m) + Cip, C2) л C; (z)Cos(v,z)— C; (-z) 

Ú л Sin(A,z) x à. ls E 2Sin(v,z) T ds 

m à Co Qu Y(Cos(v,zr) - 1) SE С^ Qu, Y(Costv,z) +1) 

à ©- С, (z2)Cos(v,z) + Ci, (=z) С (3)Cos(v;a) =C? (=z) 

? Cox '(11.)(Cos(v;@T)-1) SE 
ee: СОМ оси m)-1)+Cloyy, (C)+ Co (2) CiG(Cos(vin)*1)- C2 (z) C? (=z) 

i CZ Gb X(Cos(v,z) -1) C; (Qu, XCos(v,7) +1) 
D, (2) = Cou: (z) H Go end z) С} (z) C; (2) +C; (=z) 


Cl Wal Cis (Ua)Cos(vim)=1) Сиз) Сі, Созбут) +1) 
Со», (2) + Con C 2 С} (z)+ C} (=z) 

Con (u,)(Cos(vz)-1) Са (и, )(Соѕ(уут) +1) 
CDC) + CO РС C) 

С} (u.)(Cos(v,7) +1) - UTR UNE 1) 

Ф, (z) fonction paire 


Dat ees 


Ò, (z)- 
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Deuxième cas а=-1 
On applique également les formules de liaison sur les fonctions de Gegenbauer, les combinaisons 
paires ou impaires et les valeurs extrêmes des dérivées premières, et cela donne : 


c; (2) Co», (z) 


Ф (z)= 
d GE Cops! (и) 
фу бу -2 Coo), (2)Cos(v,z)+ Chy, (=z) л C; (z)Cos(v,x) - C; (=z) 
s x Sin( A,m) ` 2 £ 4 2Sin(v,x) Ï 4 _ 
2 Sin Con (Соз) +1) St C^ Собит) -1) 
i De (z)Cos(v;T) Gi, (=z) С} EE (=z) 
! Co Gu; (Costv, AE С? M Race. 
DEN Cog сы 7)+1)- Con Lët Ca, (=z) С} ()(Соз(у,л)-1)+ C2 (z)-C? (=z) 
4 Cow: ХС», л)+1) C; "а, )(Соѕ(ут)–1) 
ai LO: iz). Ce, Gast? ш 
x C, 0) Cd Cis, '(W.)(Cos(v,@) +1) CZ'(u,)(Cos(v,z)—1) 
2 z Con (2) 7 Ct, C2) C; (2) - C; (=z) 
“а Cow '(.,)(Cos(v,@) +1) С}'(и„)(Соз(у,л)—1) 
Ф CE C; (z)- C} (=z) = Со», D- Соз CD 
| С} '(u.)(Cos(v;T)-1) С, Qi X(Costz) 1) 


D, (z) fonction impaire 
La conséquence des propriétés de parité des fonctions propres sur les intégrales utilisées dans le 
développement en série est immédiate, à savoir : 
Premier cas a = 1 — Ф, (z) fonction paire 
Condition aux limites paire f (z) = f (=z) Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

n Ho Ho 
А, = Í dz f (z)b, (z) =2 J dz f(z)b,(z)&0 А, = Í dz f (z)b, (2) = 0 

Hi = 
Deuxième cas a = —1 => Ф, (z) fonction impaire 
Condition aux limites paire f (z) = f (=z) Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

Ho 
А, = Í dz f(2)D,, (z) = 0 H = Í dz f (z)b, (z) = 2 Í dz f (zy, (z) #0 

Hi Re 
En d'autres termes, lorsque la condition aux limites est paire, alors seules les coefficients des 
fonctions propres paires donnent un résultat non nul, par construction la solution est donc bien 
paire. Il en est de même pour la condition aux limites impaire oà dans la série seuls les coefficients 
des fonctions propres impaires sont non nuls, conduisant à une solution impaire. 
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Caractérisons précisément le système des valeurs et fonctions propres de ce problème aux limites 
de Neumann sur la section sphérique symétrique. En revenant aux propriétés connues d'un système 
de Sturm-Liouville, l'équation différentielle de la partie angulaire devient ici un système régulier de 


Sturm-Liouville : 
24-1 


q(z)=0 s(z)=0 wz) =(1-2?) z` 


2А+1 


p-(-2)* в=у(у+2А) А= 


п—2 


> 0 


24+1 
= р(2)>0 pCu)- pe) (1-и?) ? 
Dans ces conditions toutes les propriétés d'un système régulier де Sturm-Liouville s'appliquent еї 
notamment : 
- il y a une infinité de valeur propres tendant vers l'infini 
- comme les conditions homogènes sont de Neumann, les valeurs propres sont toutes positives, et 
de plus il y a un nombre grandissant de zéros des fonctions propres à mesure que les valeurs 
propres augmentent, en plus des deux zéros fixés aux extrémités par les conditions homogènes de 
Dirichlet 
- on peut fixer la plus petite valeurs propre à la fonction propre ne possédant qu'un seul zéros à la 
valeur z=0, par conséquent cette fonction propre de valeur propre minimale est nécessairement 
impaire ( a=-1) car elle s'annule en z=0 : D, (z), D, (0) =0, a(v,)=-1 


- concernant les fonctions propres de valeur propre supérieure, prenons la première 
immédiatement au dessus D, (2) wv»vy alors d'après les propriétés dites d'oscillation, il y а 
nécessairement au moins un zéro avant z=0 et un autre également après . Comme cette fonction 
ne peut comporter que deux zéros, elle est nécessairement paire et ne s'annule pas en zéro : 
Ф, (0) 0 donc Ф, (z) paire, a(v.) =1 

- on étend le même raisonnement en appliquant successivement le théorème "d'oscillation", pour 
conclure que Ф, (z) impaire, Ф, (0) =0, z(v,) = —1, 3 zéros puis alternativement pour les fonctions 
propres : 

a(v,)=(-1)" Les pentes aux extrémités sont nulles voir C.L. D, '(-15) = Ф, (15) =0 

D. (z) impaire, 2 p +1 zéros ,P (0)=0 

e$, (z) paire, 2p +2 zéros 
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Problème aux limites à l'intérieur d'un cône hyper-sphérique d'angle ouvert 9, fini 


Soit le problème intérieur de Dirichlet sur un cône hyper-sphérique centré sur l'axe х; et d'angle 
d'ouverture Ga homogène sur la surface latérale du cône et inhomogëne dans la dimension 
radiale : 


А T(r,0)=0 T(rO0)/xeC,, r= x| = Xx 
> > Si (9,) 2 E 
in 
Ca, d «бе Za GE) — 


OCon = {rx elo DEI = (аца) jater =a 
44509) 


Le respect de la condition aux limites et de la condition de finitude de la solution en r=0, conduit à 
une forme de solution : 


CL. T(r,0),, =0 T(r.6) 


n Cell T(.6)- Y а | Costo) EE E C^ (u,)- 0 


10,400 
Le respect de la condition aux limites inhomogène radiale, et l'orthogonalité des fonctions propres 
de Gegenbauer de premiére espéce, conduit à la solution suivante : 


n -Co(8) T(.6)- Y Y YU Ci(Cos(0) v, а Ci(Cos(0,) - des Ci (a) - 0 
1+0,+о C; Z r 


24-1 
1-2) 2 (v, +24-1) BCA (m) 
(2v, +24) òv 


cic = 


ou 


cz @J = Í dli =z?) ° (cc) 


24- 
NS Ho SES 2 vai 0C, (Uo) сл 
(2v, +24) ee AS 


—T(.8)-- Y — би +22)в, B C^ (Cos(9)) 
It to 2 == OC; (o) À l, i 
1-2) > (v, +24- ) S, `G 17 


C. (us) 


B, = je ü – 2? jv (z) er (z) avec = 


Ho 


(д) 
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Probléme aux limites à l'intérieur d'un cône hyper-sphérique d'angle ouvert 9, non bornée 
radialement 


Soit le problème intérieur de Dirichlet sur un cône hyper-sphérique centré sur l'axe x, et d'angle 
d'ouverture Ÿ, homogène sur la surface latérale du cône et inhomogène dans la dimension 
radiale : 


№ T(r,0)=0 T(r,0)/xe Cg, r=|x|= IS x? 
fl 
= А Si EN 2 = 
in 
C dÉ e [o,f х. DE Jore 


ОС; eis e DEI LOI TE 


CL "nl =0 тө) = 700) 


Le respect de la condition aux limites et de la condition de finitude de la solution en r-ee, conduit à 
une forme de solution : 


у+2А 
A Соз(9,) T(.8)- У 2b Ci(Cos(0) v, ш Ci(Cos(8,)- 0e» C: (u,) - 0 
r 


1#0,+œ 
Le respect de la condition aux limites inhomogène radiale, et l'orthogonalité des fonctions propres 
de Gegenbauer de première espèce, conduit à la solution suivante 


seso TO) = S m Ө; Ci(Cos(0) v, tq cC¿(Cos(0,)=0 < C2 (u,)-0 


Jet. Aen dë? T 
(i-is?) (22-1) аса (a) 
1- 2 (v, +21 -1 H 
С? а Ho П "9 cà 
| эы | vı c) (2v, +24) ду 2 (a) 
B = faz (1-22) 2 ta C; (z) avec = ou 
S ( des ) ôC; 
1- 2 (v,+1)0C,, (Uo) 
С^ Ge Ho І v Чо” СА 
VI (2) (2v, + 24) ду ds) 
Qv, +24)B pe 
=> T(r,0)=- Y — ! х 8 C; (Cos(0)) 


0 = ÔC; ( 
e: 0-2) 2 6, вод) 200 сз (а) 
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Valeur des dérivées paramétriques des fonctions de Gegenbauer dans le cas d'un cône d'angle 
d'ouverture 8,-n/2 


Dans ce cas d'angle d'ouverture droit, on peut calculer précisément la norme des fonctions propres 
de Gegenbauer. Cela nous permet de retrouver des résultats déjà établi pour un hémisphére à N- 
dimensions. Nous affirmons que la valeur de la dérivée sur les degrés entier à la valeur zéro: 
ÔC? (0) (лу pT(2p+1+2À) 

ду 224(2p+1)T (A) (p+1+2) 


v=2 p+l 
Partons de la relation de récurrence entre les polynômes ou fonctions de Gegenbauer et dérivons 
cette relation par rapport au paramètre du degré de la fonction de Gegenbauer, il vient : 
(v - DCÀ, (2) + QA +v -1)C2 (2) 


(v - DCÀ, (2) - 2(v + AzC? (z) + QA +v —1)C2, (z) 20 2zC? (z) = 


(v +2) 
ETE Cal) +27 ia PCS сл (аза) - C? (2) 
A 
5 («12630 ue -2044 arr (Ët). == (Cer toys o) 


Valeur en z = 0 


0 OC (0) 1-4 
Cra ) +(24 +v— 1) =O ) _ em 


(0) = 0  polynómes de Gegenbauer impairs 


= (v P SaD 


(C, (0)-C7.00)) 


4 


Valeur env =2p => Cò ai (0) =C, 


— (2р+1) OCI +(24+2p-1) 0C;, 1(0) =s GC SEN (24+2p-1) ACE (0) 
ду ду ду (2p +1) Qv 
0Ci (0 E 2. óc; 0 
Itération de la récurrence > DEM ) (ay (QA *2p-YQA*2p-3)--QA*2p-Qp-1) -2p-)(0) 
ôv (2р+1)02р-1)---(2р-(2р-1)) ду 
ôC; „ (O) _ Cp QA-*2p-1QA*2p-3) -QA*2p-Qp-1)) ôC? (0 
ду (2p+)(2p-1):--(2p-(2p-1)) ду 
24+1\ 24 +1 22 +1 22 +1 
27 plc +1 |. +p-2 +p-1 
OCI p (O) ue | 2 ) 2 | | к ) "RA ET 
ôv (2p+1)2p(2p-D2p-2)---2(2p-(2p-1)) ôv 
2A4+1 22+1 
20 { | SC? d x) 
062,0) ue 2 Jeun Са) о рр 7 2 26:0) 
ду (2р+1)! ду ду Gem! ZC) ду 
6C;, (0) _ (Су? Улр\Г(24+1+2р) ÔC? (0) 
ду 


22 (2p+ DIT (4 414 DN 25 d к 


NO Cp Мер) 8C?(0) _ 2?” (pi? ӘС} (0) 


Vérification n =3 = À = C 
ду ar p+3) ду (2p+1) ôv 
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Comparons avec deux formules, celle connue de la norme des polynômes de Gegenbauer de degré 
impair, qui sont les fonctions propres pour un problème aux limites sur un hémisphère et celle 
générale faisant intervenir la dérivée paramétrique., il vient : 


p â 2 ` (pA) 9C, O) (a 
|.| = -fa FEPFF a š 


(0) 


2? a T(2p--2-2A) 


2 « (p+1) DC (0) C? 
(2р+1+4) ôv "e 


2 m r(v + 22) 


сше 1 олату Б 1+2p\ ( 2p * 3424 
VIE SN 2 S J ZENS E 3i PU J 
S r= s oou) rtr G з. 
(2p --2)( ai: 2 d 2 (2р+1) (р+1)г(А) 
Я 3 S TA I(p-1-4)  9C2,4(0) 2p*3| Vr(2p+1) 
C (0) - CY p'r(a) => 1,0 = Qp-1-A)p(A) ду or t| ) 22P*! pj 
r( 2222) 
2 ZOOR т)" (2р+10 2р) OC; ,1(0) 


Vérification n =3 ; À = _ = lc; GT -(-1y" 
2 P (4p+3)V2” (pj ду 


3 1 ду 
2p+— |р!Г| = 
( j 2) E 
On compare avec la formule connue de la norme des polynômes de Gegenbauer sur [-1,1] : 


|с, = [4 (- 2 у= CHOLE | dz (1=z FT (са о) 


лг(2р+1+2А) NE Г(р+1+4) C40) _ 

ау ст (А (2p+1+4)p'T(a) ду 
rzT(2p+1+24) 226540) _ { y" z pT(2p+1+2À) 

22 (2р+1)(2р+1+20г()) ду 27^ (2 p DIr(A)r(p 14 A) 

Comme par ailleurs : 


e$ (2: 2 | = 


OC ul ` (1 Улр\Г(24+1+2р) ӘС? (0) 
ду 22 (2p+DIT(4 +14 »(2 d ôv 
II vient : 


(т^ p'T(24+1+2p) Je pIE(2A 14 2p) ÔC? (0) 


= CD 


22 
27 (2p+1)T (A) (2+1+ p) 22 Qp + DIT (A ee pr 224) ду 
A+] 
Jm J 

À 1-22 

=> а җе r(24) Vérification n =3 — 2А =1 r 2222)- vz (2p +1) 
ôv r(A) TG) 2 Qu 

1 

= dC? (0) — _zT(1) _ -1 NON -1P Ул p! eg In) 


ôv ej ду ages) EN (2р+1) 
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Problème aux limites à l'intérieur d'un cône hyper-sphérique d'angle ouvert 9, bornée ou non 
radialement, condition aux limites constantes. 


Pour le problème sur le cône borné lorsque f:(9)=T, il vient : 
(24-1) 
f 244 (24-1) = e 
B,=T,(dz(1=z*) 2 cic) [dz(1-2?) ? coy z) 


(v zC^(z)-(24 -1+v)C? (2) 


hs v(v +24) 
(24-1) Í (24-1) 
: Sc? —z2) 2 (= À 2 (2A-14vj) 
d 1- 2 2 C = (1-22) 2 _ C^ dA 2A-1 C^ = Ho 1 
“| z( 2 ) „ (z) GT (v, z 7 (z) ( tv) ^ (2) vv, +24) 


Ho 


Hd) a Y; — 124) B C^(Cos(8) v, ш C2(u.)=0 
140,+0 oc; (Lo) L, | | 
vv, +24) 


Qv 
Pour un probléme du type suivant, il se décompose par principe de superposition en un probléme 
sur un cône infini qui a la solution triviale T-TO et du probléme précédent. 


AT(r,0) - 0 AT. (7,0) 2 0 AT. (r,0) 2 0 
T6), -0 | O ns m: 
TQ), -n| BEOOR | тө), =0 
T(r,0) fini 2T,(0,0),, =D] Ty (r,O) fini 


Et dans ce cas la solution est immédiatement trouvée : 


2v, +22 À 
пев у) | eise! v ш Сш) 
1#0,+00 óc; (Lo) L, 
v, (v, + 2) Tee ue 
ду 
Lorsque Ÿ, = л/2 sur le cône bornée, nul radialement et fixe sur la surface latérale du cône, оп 


reprend la valeur de la dérivée paramétrique : 


ec: (0) IT(2p 1-24) 
e à v p+1 T p. P 
дзее. = 0) =2р+1 C 0)=0 -_Â > а. 
А > Ho Vi pt tq Sick ) Ov Venus ( ) 2" (2p+1)T (2) (p+1+4) 
2"T(4) 29p*1«AQ2pyr(ps1-A)( r^ ы 
РЕГЕ e C (Cos(0 
7a | т р!Г(2р+2+25) э 
r(v +24) Г(2р+1+24) 
С? 1 Е À = 
du г@ +1г(2Л) ” io) (2р+1)г(2А) 


24 2p+1 
0=0=T(r,0)=T7,|1 2” 1(4) ( jy 2Qp - 1 AJr(p 14 4) r 
zT(2A) e. (2р+1)р!(2р+1+24) (1, 
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C'est bien la solution trouvée auparavant pour une hémisphère à N-dimension, on écrivait: 


2À =+0 A42p4l 2p+l 
zit T] 1 D. 22Р саса с? (Cos(0) 
E r2p+2+2a)r( 22] l, 
dd р). Fäi Gr p 27 Vz p! 
2 2 2 2 (2p) 
24 =+00 2p4l 
T(.0)- r1 2? T(A)^ (1 2(2p+1+4)2p}T(p+2+1)(r GC (Cos(9) 
л> É р\Г(2р+2+2) 1, n 


Pour le probléme sur le cône non borné lorsque f:(9)=T, il vient : 


2 24 l у+2А 
T(r;0)=-T„ Y (2v, P d C;(Cos(0) v, tq C(u,)=0 
v (v, +24) үр SEO 


Qv 


140,+00 


Pour le probléme lorsque % = n/2, sur le cône non bornée, nul radialement et fixe sur la surface 
latérale du cóne, 


AT(r,0)=0 AT.(r,0)=0 AT, (r,0) =0 

T(r,9) =0 T. (r, 0), =T. To (r,0)| , =T, 
=> — 

T(r,0), , ET T(r,0) =T, To. (r.0)|, = 0 


Lim, „„T(r,O) fini) zeg, =T] Lim, , T..(r,0)=0 
Et dans ce cas la solution est immédiatement trouvée : 


F0 


(2v, +24) Du P a à 
T(r,0)- T, 1+ > Í =| С2(Со5(0))| у, tq Ci(u)-0 
Jet, ron OC, (и) r i i 
v,(v, +24) < 
у 


Lorsque 9, = n/2 sur le cône non borné, nul radialement et fixe sur la surface latérale du cône, on 
reprend la valeur de la dérivée paramétrique : 


ec; (0) IT(2p 41424) 
л H vi p+1 Z p. p 
6, > Ho 0 ү; р+ tq Ciyu(0) 0 Bv - ( ) 224 (2p+1)T (4) (p+1+2) 
у=2р+ 
22 r(2) 2(2p+1+A4)2p)T(p+1+4)( 1, y^^ 

T(r,0)=T,| 1 1)” : Ci, (Cos(9 
9) | FG) y (iy РЕ enr s А es (сов) 

T(v +24) Г(2р+1+24) 
С^ 1 C? = 
vO) r +D 24) ” 220 (2p+1)T (24) 


24 2р+1+24 
8=0=T(r,0)=7)| 1-2 r(a) ly premier Ar) 
a TA) e. (2р+1)р!(2р+1+24) Vr 
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Partition de l'unité dans le cadre des problèmes aux limites sur l'hyper-sphère 


Les deux solutions des problèmes de Dirichlet sur un cône borné ou non borné permettent d'écrire 
une formule de décomposition de l'unité sur le système des fonctions propres angulaires. Cette 
formule est particulièrement utile pour des calculs ultérieurs : 


D T(r,0)=-T, У; (24.424) E] C; (Cos(8)) 


OC. 
Г20,+оо 7 (v, À 24) VI (Lo l, 
ду 
2 21 l Vi+22 
(2) T(r.9)=-T, Y. Er +24) (E C; (Cos(0)) 
1#0,+00 vi(v, +22) vi Ho 
Ov 
E Е (2v, +21) 


ÔC; (4) 


v 


ev (v, +24) 


24-1 


Avec |С}(=)| = (1-2) 2 (v, +24 -1) 9C2 04) 


À 
(2v, +21) ду Сабо) 
6C; (и) 2v,424 
жол 9% = C GT 24 Le 
Du) d (v, +22 —1)C} (u) 


„244 
[= J (23511 Иш) 
2 
1#0,+0 Vi (v, + 22) C; (2) 


C; (Cos(8)) 
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Problème aux limites à l'intérieur d'un cône hyper-sphérique d'angle ouvert Ÿ, non borné 
radialement avec des conditions inhomogènes de Dirichlet sur la surface latérale du cône. 


Soit sur le cône n-dimensionnel, le problème suivant : 


A" ,T(r,0) =0 T(r,0)/x e Co "= |х| = IS x? 
i-l 


TE n : 2 єй п 
Gs e [im lo о BET oe err ene onn] 


C.L. T(r Olo , =h T(r,0 Joza =0 


гє], +] 


Illustré par ипе figure еп З dimensions : 


Le problème de départ peut se décomposer ainsi : 

T(r,0) T, (r,0) + 15, (т.б) 

Q1={0<r<1,0<0<0,} Q2=41, <r < œ,0< 0< 0,4 
Т.1090), =T. Taa Op, =0 Tar O], =T(r,9) 
Le deuxième problème est un problème aux limites avec conditions homogènes qui a la solution 
formelle : 

v, tq C; (u,)=0 и, = Cos(6,) 


r=l, 


Vi+22 

non ye G J^ eueoto) „<= 

02 ÔC? ( ) — r "` | 

170,40 Ov, Mo) (1 — i) 2 (vj 24-1)Cz s) 
ду | 
Le premier problëme se décompose encore en deux sous problëmes : 
AT, (r,0) - 0 AT, (r,9) - 0 ATO  (r,@) =0 
T. Ge ü 7,0) T0) =T. | 200), , - T, - 70) 
r,0) = = E 

' 0 Е | Te (r.9) =T, Та» 050), =0 
T, sch , 

ar, ИЯ 0 > To (7,0) кз а To Toi; (7,0) fini 


=> Ty (r,0) =T, - To, (7,0) 
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On voit que То (7.9). est solution du méme problème aux limites homogène sur la surface du cône 


que Te (r,0) La différence essentielle c'est que l'un est un probléme extérieur et l'autre intérieur. II 
vient donc la décomposition avec les méme fonctions propres angulaires : 
V, tq C; (u,)=0 и, = Cos(6,) 
2v,+22)B r 
ы 2, DS es x <m | 
120, Ae n) > (v, +22 - 1265 06) v, o g Qu ) i 


Appliquons la décomposition de l'unité dans E ue de fonctions propres angulaires, il vient : 


) C;(Cos(0) 0<r<1, 


1= Qv*2A) ЕЕ (Cos(g)) О эме — c? (cos(g)» 
Jet, to OC (u o) i 1#0,+00 oc; (u о) i 
7 (v, + 2) ue v, (v, + 2) 9 
2v,+24)B É 
ES _ e B B C^(Cos(9)) 0<7<1, 
140,00 ед] 2 (v, 24-1) : 0 2 2 (u, ) В 
v 

AORDI E zi C B C^(Cos(0)) O=r=<i 

#0,+00 v VM 

140, Ge A (= m SE 2 ТТЕ 1)C¿ (u) 


La condition de continuité des solutions et celle de continuité de la dérivée première radiale 
donnent immédiatement : 


T, + В, Е С, 
24-1 VE 24-1 
KR (v d < (1 — Ho SES s (v, +24 - De? NS ( = Ho EE S (v, +24 - Ee aus) 
Batz _ ƏTe.(r,0) 1 vB, _ 1 (v, + 2À)C, 
ôr ca, ôr 24-1 24-1 


©; ` (=й; dE (v, +24- 6. aus) A (= J Е (v, +24 - IC ads) 
—v,B, = (v,  2A)C, 

Ces deux conditions conduisent donc à un systéme d'équation linéaire des coefficients qui a la 
solution triviale : 

T. 


MGE 2C, Ë + gd 
E 24-1 
" e, Е 24) ( — Ho EN S (v, +24= IC au.) S 


v,B„ = (v, +2А)С, > 


22-1 
Т, Е 2C, (i-u? E А (v, +24- IK AGE) 


(v, +4)= C, = T, 


= 24-1 
(v, +22) ee ES 2 (v, +24 = 67: (и) 2(v, + 2А (у, + А) 
| JE 1 
1- 2 24-1 С 
в s Кн s (v, +24 -1)C7 (u) 


V, 2% (v, +3) 
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Ce qui donne bien les deux solutions une fois injectées ces valeurs des coefficients : 
V, tq C; ()=0 д, = Соѕ(0,) 


(2v, +24) 1 1 r\ |, 
Ta (r,0) = T, Ci(Cos(0) O<r<! 
0107,0) P Eat (v,+24) 2(v,+2) 7 Si os( )) r $t, 
ду 
1 Vv; +2A 
Т (r,0 | С} (Cos(0)) 1, < 
A: AY xg [E] Codo) „<<< 


1 ry À 
T3,(7,9) = 1,11 — || С; (Cosl9 0<r <Ï 
senex a) "ear! 0<r <, 


= ду 
1 1 NEE 
т,00)=-7, У Rm dk ` Ci(Cos(0)) 1, << 
1#0,+0 (v, + эд ма аа : Ho 
у 


Regardons maintenant le comportement de cette solution lorsque l'angle d'ouverture du cône est 
л/2 : 
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Et essayons de trouver une forme simplifiée du profil de la solution selon l'axe x; (80) : 


21+1 
Ө) 1+ > — Т 8 C. (Cos(0)) 0O<r <l, 
à ° FREE 1) 2 2 CO) r 
Ho =0C¿(0)= v, =2{+1= 
21+1+22 
d = > 1 | J с^ (Cos(0)) pics 
0 


À 
ROLE 27) 9 2€) 5 
у 


24-1 
Sth ? (v, 24-1) 0C (4) (I-A) 6C2,,(0) 
C^ 2 Ss (1 Ho ) Ï Mi 0 Ct C vy 21+1 С? 0 
ci (2v, +22) ду (n) se = (21+1+4) ду x (0) 
x T(2/+1+22) Deoa x T(2/+1+22) 
De plus |C = 211 CA (0)= 
e plus [CG = 224(2/+1)(2/+1+AXT(A). ôv a (0) 2? (21 - Y (F(A)) (1+ Л.) 
дР» (0) 2 OP, (0) 1 
|) Fon)” í HIE Z P, (0) 
T ( 0) 1 21+1 21+1 
o1V^ r 
= =]+ " (Cos(0 =1— Р. P,,,.1Cos(0 
T, p (2121) OP,,,1(0) B P, 1 SH 21 db ) 21 1 ( ) 
T. (r.0) = 1 É ) P. Cos 0 = Е ) P. Cos 0 
T. ` Zain SEH au (Cosf0)= D tera) ir) Deco) 
v 
Continuité assurée par la partition de l'unité 1= 3. (41 +3)P„ (0) P. (Cos(0)) 


1=0,+œ (21 SR 2) 


ml = у up o” ) = = PUE d ) 

0-02 P, (1)=1=> 0 1=0,+œ ec 
To2(r,0) _ > (21+1)P„;(0)( 1, “ 

) 


T 1-0, too (21 +2 r 


Fonction génératrice des polynômes de Legendre 


t " оо t 
t'P (z )> dt = P (z 
Ta 26 > | ‚Кош. 2 3 19 


= [a 


1+? RE If 


dT 
1+2 2 

E QI +1)t P, (0)- pui Ü 1+? 
+t 


1=0,+œ (21 + 2) 


1 S e. 0 a r r 
= P (0) = P 1 =1 
Оха. — 
L, TE S 
z=0— ( y \ L, 
1 21 +1) Too (r,0) 1 r 
]-————- = 7 P,(0) 2 22 =] =] 
diir E (212) 29 To TUE Í r? +1? 
V Ur 
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A l'image de la simplification obtenue dans le cas à trois dimensions avec les polynômes de 


Legendre et l'utilisation de la fonction génératrice, voyons ce qui arrive avec les polynômes de 
Gegenbauer : 


ӘС, (0) ` лг(21+1+24) in (+24) à „у 701+1+24) 
ER ôv ` 2*(2)(r(1)} (1 A)C2 (0) il г(е+г(24) ^ 60 (21+1)T (24) 
Talr, O) DP UD ОТЕ е ОИ 

T, i л 2 T(21+1+22) LE Сал (Cos(9)) 
тъ0%0) _ у CO (DELO r ) 
E ci. (1) = ГО!+1+24) _, T, ara) A 2+1) (L 
(21+1)1(24) n.o) 2AA GE 
T, T T(224) £ (21+1+24) r 


Voici quelques propriétés que l'on peut tirer des diverses fonctions génératrices des polynôme de 
PE. 


^( (t? ¿ ( t = c 2141 À 
dot SS Mee) _ op "éi CUO) a Ah o 
(2) HON Zo 280, (1c) Wei 
+£ ° - 212 1=0 
255, 


SCH t 
DUI E. 
(1+2 -2tzf tp 1 +1 


т [pe irs pra ndr HEH 
2) = Zu ^ (2)+= SE Œ za aee 

T ES ES * E SA eu) ue Sg І h Deet S 

o e dms. ps o aerem = [cis с) Yi) 


У l+ Pc: (0 SC Siet (0)+ (5 СЧ С? (0) 
1=0 21 + 1 al 1-0 ü 2 1=0 21+1 Е 
= [+ na да . = 
=> Y = =t C0 
10 21 +1 2 n E e =? 
t t dt œ у 24+1 t t^ dt œ (I+ A)t 1+2А+1 " 
5 = C 
=i a Z a CN Е es Jo (irr 3 > 21+22+1 i (=) 


Í а а а Zeck ns чол (9) = ( l = EE 
TEE 2 ` 2 = 21 +1 И 2 2 2 
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Quelques exemples de séries infinies suivant les dimensions pour la solution du domaine Q1 : 


r) PEDE ено) ECH eps t 
+t d 


x T(24) K 21+1 zT(24) «ey 
[r F SEI А Ж; e) KEEN KEIER 
0 (1+2) 2 2 2 2 2 
25 TUR y, 1 É 3 B 
Fa (t,A) 21 2A-1) F| SE 
> a t ) zr 24) le) +( ), 1 2 2 t 


t 


Hr 


2 
EE n=6;14=2= F, (t, ENT 2 t (s+ lo d 


e n-4;À She + AreTan(t) 
2 m\l+t 


1+2} 3л (+02) 
n=7;4 == E 4) (5+ 20° +в) 
al ck 


Quelques exemples de séries infinies suivant les dimensions pour la solution du domaine Q2 : 


2? (T (2)Y œ (I Ay?" 7 Е 2? (r(A)F LU T d 
r T (24) D 21+24+1 SEKR x T(22) се, 
3 3 


244 1 EN =n L2A 1 2432 
(A) que T [ASIA B J limt алл T ) 
zTQA) | («2 24 +1 24 +1 


1 
ол, DE 


= Fo, (t) = 


En effet uc", STE А+— E d 


1 2 A 
n= „= o (t) = Tz n=4; > Fo (z) 2 "CELL: d 
H 2 2 2 
n s о. 74 — 2r uit ese) 
j 0 (+e) bel der} 
bus 


6 2 4 2 4 
nET A= > Кыб)= 8 3 T : 8+12т = =] 8+20r ir 
lec g( ec? e 8(1+т?} 
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Les profils de solution sur l'axe х; pour les domaines O1 et Q2 : 
fa Let X] deep ee Th a) a us 
T, L L, T, r l 
Le graphe du profil pour les diverses dimensions se présente ainsi : 

1.0 


r 
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Exemple : continuons dans la foulée de cet exemple, pour prendre en considération le problème 
suivant, qui cette fois possède trois zones de décomposition distinctes : 


Soit sur le cône n-dimensionnel, le problème suivant : 


А! T(r,0)= 0 T(r,0)/x EC "= || = IS x? 
i-l 


-> 


é 2 E n 
Con =4х/х € [0, |, Y. x; є |0, с) OC = РЕ € [0,oo[, Y x; = roa) 
= Cos(9,) i=2 
C.L. Tr Oop, , =0 Tue... =T, TO, Oop =0 


Illustré par une figure en 3 dimensions : 


Problème qui décompose en trois sous-problèmes : 
T(r,0) = То (7,0) + T+, (r,0)+ Te, (r, 0) 
qui sont définis par les conditions aux limites suivantes : 


AT, (r, 0) = 0 

Ta T0), 7 75,0,0), , = Ta (50), = Т.(0)|,, +T. r+ 
Toi (r, 2 Ë | 

АТ» (т.Ө)=0—› Te = T, + То», 

i (7.0) d 8 p (r,0) 4, c— To», (r, 0) r=l,„ = Toi (r, 0) r=l„ Е T, + 
T (8p 0 


АТ, (7,0) =0 
Тоз(7,0) т То» (7,0) 
Тоз (len | =0 


D Torn (Ө). = T 3(r.0) 


к=], 


r-la = 
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Auquel il faudra également appliquer les conditions de continuité Co et С, 


Te (7,0) pejar T SO (7,0) dL То» (r,0) еы ст Тоз (r,0) Es 
OT, (r,0) 0T s D) 01,5, (r,0) _ OTes (r, 0) 
Or r=l,, ór es Or r=l,2 ór г=1,5 


Pour le problème central оп fait intervenir deux fonctions limites аи rayon inférieur еї supérieur, еї 
l'on introduit la partition de l'unité en série de fonctions propres angulaires. Les solutions formelles 
des trois problèmes sont donc les suivantes : 


v, tq C; (a) = 0 и, = Со5(0,) 2 = Cos(0) 


Ta(r,0)=—- > Chi 22) =i 4 | 4 ) C. (Cos(9)) 0<r<1, 
inis CENE | (ji EE EW 
ду i 

( > | (= 

l, r 
у is 2) Act : - vj AN 

E 1-а) I (v, +24 UC (to) (@ Je | 

(2v, +24) 2 d 


Te (r,0)=- >` 


oC? Vi vı+24 d 
140,+0 =) [zJ «e EN á 
E C, L. r 


24-1 


T V; V; +24 
MN (& | 
m L, 


v/+21 
T. (7,0) = > Gr, +22) — D, E C? (Cos(0)) 
ENEE (а) 
v 


Bn et Cn représente les contributions respectives des conditions aux limites inhomogènes en 1г1 et 
Ir2. En appliquant les conditions de continuité, on obtient deux équations linéaires : 


24-1 
Е | PR Gar ere 
P, (o) = (1-а, ) š (v, +22 -1)Cz (uo) v (v, +22) 
2A 24-1 
эВ л (v, s ) (i- us) ? (v, +24 ee (до) 
п=3 D, = T, - +С, 
ve +24) 


24-1 
(1 = H EN (v, +21 - UE, (u) 4, =U + B, 
v, (v, +22) D, -U +С, 


Роѕопѕ О =T, 


Les conditions de continuité de la dérivée donne des équations sensiblement plus compliquées, 
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pour cela il faut écrire les dérivées suivantes : 


d(rY| lw SE __у+2А 
dr A l4 7 l4 dr\ r 2 I5 
d rY E s _ у+2А 
dr | L L5 dr \ r : l. 
r=l, Sieg 
vi VI vj*2AÀ V; +22 
к Ee 
dr; m Lot dr \ r Va Lg ES 
Vi Vi vi+24 vi+2À 
Ea „ы - _ _V1 +24. (ba 
dr \ L ү: Li N Ls dr\ r Le La - 
Ce qui donne les équations suivantes : 
Vi V;+2A 
Ji + (v, al B, 
V Ma d (2v, +24)C, 
[Ud vı vı+24 + VI v, +21 
l4 = La 1,, _ l4 
Loa La La 1,5 


Lo 


(2v, +24)B, M І 


rl 
B š: 


rl 


) +(v, + db 
L, 


Vi+22 
Ш; 
V; +22 

3 | 


- (v, +22)D, = 
1 


rl 


Lo 


r2 


Ei 


1 


rl 


[ 


> (v, + 2A)D, = -(v, T 2A)C, T е4 ы 28 MANC v zt +22 
La | н 1,5 | 1,5 | _ m | 
L, La La 1,5 


дие l'on peut légèrement simplifier : 


у+2А 
oz 253 s, (2v, +24)C 
VA, = v,B, + 7 — AN T A r. 
La E L, 1,5 SES la 
1,5 La La 1,2 


А, 
у ү 
Qv, + d 2 ) C, 
- (v, - 24)D, = -(v, +24)C, + Qvi 24 Be. zÉ = hn = 
1,5 La La 12 
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Ce qui donne : 
A,-B,=U et D,-C,=U 


1 vi+22 
(av, +24) le) B, 
1 


rl 


(2v, + 2A)C, 


(av +22) 


v,U vı у+2А + VI Vi *2À 
la| [hs la | [la 
L5 La La 1,5 


r2 


rl 


SS 
zl, 


-(v.+24)U = Qv, +24)В, 


Posons : 


2A-1 
(1-2) 2 (22-062 (ш) 


Vi V;+2A D VI 
m NE 1,5 Ly CA La 
L, La La 1,5 


Ï) 


' b ' C 
U = T, B l vı / vi +22 C È= vı vı+24 
vin, +24) l4 [5 1, La 
а Li ba bs 
(D 4-B,-U 
(2) Dj-C;-U 
1 +24 
(3) бо) B',+(2v,+22)C',=v,U 
rl 
(4) GEET EE nay 
rl 
Et l'inversion du système final sur Bn et Cn donne : 
s 24-1 
О | А ИД, ze B, Ges C, 
| vr, +24) a CON U 125 
L, l4 Li Lo 
() A4-B,-U 
(2) D,-C,=U 
I Vi+22 U 
(3) r2 B',+C', = V, 
L, (2v, +24) 
(4) B',+ m EN => (v, + 22)U 
n (2v, +24) 
Vi VI V;+2A 
j L.) +24 (1, vU L, ‚| (v, +24 
B 1 = r С", == e r B I RCC: S с шы" EE 
La (2v, +21) L.) |Су, +24) (1, (2v, +22) 


rl 


2v,+22 vi vı 
=> В', j= L, 2 L, v,U (v, +24)U S U m v, +(v, +24) 
1 L.) (Оу, +24) (2v,+24) (2%, 2A) UL 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


u|| = v, +v, +24 U| A, * (v, +24 ы 
La 1,2 
17 1 VI I vı 1 у +22 = l Vi 1 vi+21 
(2v, se 2A r2 ri r2 (2v, db 2A Tub | tr2. 
La 1, La 1, La 
1 Vi 1 +24 
E Ulv,+(v,+24) | | 
E AU ha Ada vU 
C 227 B' + ( n 8p 1 


Soit : 


2v, +24) -— 7 É Cl (24, +1) 


r2 


vı Vi vı+24 
U| v, ba * (v, +24) v,U ha | |ы. 
L4 La 1,5 
1 Vi 1 NES 2 1 Vi 1 +24 
2v, +21) | 2 | - H (2v, +22 5 - H 
La L, La 1,5 
1 +24 
C' = - — , (0) | 
arae] | 
1 Vi H V; +2A 
de +(v, + dE | de +24 ed) | 
1,5 l, 


B, = = 
' (2v, +24) i 


vı V; +22 
A -U& B, Hl +24)! It pemita e | Ei 
| ' (2v,+24) L, À ' (2v,+24) L, 
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Ce qui donne finalement les solutions : 
v, tq C; (u) =0 H = Со5(0,) z= Cos(0) 


22-1 
1-u J 2 (v, +22 -1)C2 (uw) 2431 U 
sd d LIV EEES >l д]? Мкр кх 


Ты(т„Ө)=-Т, > р! E [zT ees 0<r <l. 


r rl 


140,+00 
y  _ —— 
Ov 
Comme 1= Qv, + 24) С}. (Cos(8)) > 
12:0, ton OC, (uo) | 
V, (v, + gege 
v 


1 E É J| 


E * (v, GEN I 4 J 
і L5 r 
+ 
aC? Vi vi*2À 
vv, 24) 609 la | [fa 
ду l, La 
Ta (r,0) = T, - T, У m. : s | Cs (Cos(9)) 
1#0,+00 t l Исх 
E +24 ed) | 0) (2) | 
L, La r 
+ 
eC? Vi vi*2À 
vv, 4 22) 6 09 La | [fa 
ду La l, 
1 I V +22 I vj*2À 
T.,(r,0)=-T. 1-| “1 2 С^ (Cos(9 
on m E [3 SCH 


140,+00 21 
(v, + ) av 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On peut tenter de simplifier l'expression de la solution sur le domaine : 


vı vi+2À 24 vı vı+24 vı NEE 24 vı vi+2À 
Or La ES Ly 5. m m La < Lo nb La = La La m 
1 La La La 1,2 La 1, 1, 1, La 
L, Vi а KR 
v, (v, +24) 1 
L, EJ 


v fv, +2) 0:099 i T) 


ду 1 


To5 (7,0) =T, +T, > C; (Cos(0)) 


Jet. Ae 1 de > [z] (5 ESP 
Kai v, +21+ 16 = d 
l. (z H 


> 
V, (v, + 2a QE (Ho) e а É EN 
É 
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e ec? |. 
° v, (v, +24) = ш) 
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B vı+24 1 DEED 
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L, r 
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VI V +22 Vi v;+22 
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Qv 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Résumons pour le problème : 
AT(r,0)=0 


T, Oo, =0 Tu, ëlen, , = T, Tt, Glen, — =0 


il 
Q, =[0,0,]x [0.7.,] Q, =[0,0,]х [bid] Q, = [0,0,]х [,, +оо]. 

Le résultat trouvé pour les solutions dans les trois sous-domaines du cône sphérique : 
v, tq C; (u) =0 u =Cos(0,) z= Cos(0) 


Ta (7,0) =-T, > | ( 2 ) | Ë J ү (Соз(Ө)) 0<к<1„ 


140,+00 0C; (45) La r2 
Vi: 
ду 
ў Vi l vi+24 
C + d ) (а) Е (Cos(0)) 
r2 r 
Ta, (7,0) 2 Tj + T, L L. 
s ° 2 ў (v 1242€ (uo) j : 

1 1 ду 


1 1 у+2А l vi *2À 
Ta, (7,0) --T, Y. 8C? (u) ( 2) | =| k: (Cos(0)) 1, <r < +œ 


À 
140,+00 (v, D 2A) VI (to r r 
ду 


Les expressions vérifient bien la condition de continuité : 


a. у _ (8) ees) 


0 1#0,+00 v 0C; (Ho) 1, 
' дү 
C + 23 ke (Cos(0)) 
а ыы мыл |. 4шиш} о 
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ду ду 


тыйы y. Z E a r =, 


T, vm 0C, Ar. OCS 
0 E y (v +24) vi (Lo) 140,40 A vi (Lo) 
u ду ' ду 


r2 


[ 
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Vi+22 
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у у 
у +24 WEE? 
KEEN 
0 140,40 v, (v, РА 22) v, Lin r2 140,40 (v, m 22) v, Lin r2 
ду ду 


+24)—” 


Vi+22 
Hao = : H 1 |C? (Cos(0)) 
n ` 23 7 26: =| Л l 
v 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour un cône d'angle ouvert 80 = 1/2 : 


La solution se présente comme suit : 


8, = 7 => m = Cos(0,)=0 v, tq C: (0)=0=>v,=2/+1 z= Cos(0) 


21+1 21+1 
T,0.8)--5 X, =ÂÀQÏ | Al lc (case) ossa: 
1#0,+00 OC 7141 (0) La 1, 
U 
v 


21+1 у1+24 
[erem] «raf 7 
r2 
To (r,0)=T, +T, > 


À 
Se (21+1+22)21 + G Q 


1 l 21+1+22 1 21+1+24 
Tos (r,0) == -T, > VC ,(0) ( " J Е 9 е. (Cos(0)) L, < r < +00 
д 


О gt d 


Et nous cherchons à établir le profil sur l'axe x, soit en 9-0 


à m _ T(21+1+24) óC2, (0) x T(2/+1+22) 
Comme СА = rri) A ЧУ ө, "3:889 2130) 
Câu M 2" (r()) AkKäi0) 
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rl 
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r2 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On aboutit pour les trois domaines Q;, О, et О; à des expressions plus simples sur l'axe х, toute 
tendant vers 0 lorsque r=0 ou r=% : 


SG SA ass AO) | *.. r dr 
Posons F (t) = тгл) 2 tch (о) = DEN Ir +(22 -1) d 


Fos(t) = CHAT Y (1+2) PH СА (0) = 92471 (GI | QA Í „^ dr | 


B x T(24) (+02) 0 "E 
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3 Ta (r,0) _ Toz (0) _ Tos (0) _ DON +202112 +151,°) BEN +20r?1,,7 TERN) 

2 T, Т, Т» 5 5 


rl 


п=7;А = 


DIR +2} d "i 
Voici le graphe des profils de la solution sur l'axe x; suivant diverses dimensions : 


0.30 - 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Étant donnée la forme de la dérivée première des trois fonctions introduites, on en déduit la 
position du maximum de la fonction profil, comme fonction de 11,12 et À : 

22 (GT =t га 3" 24 
Foi (t) = (ги) A (22 Df ` = Fou ' (u) = tu) A 
zT(2A) (+?) d (+22) лГ(24) (+?) 
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l 
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dA (la 22) +1 2341 244 2 (2 r2 rl 
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La position r sur l'axe z correspondant au maximum de la fonction tend vers 0 lorsque la dimension 


augmente. On peut également regarder la limite de l'expression lorsque 1,,=1, : 
1 1 


24+1 Loan — lq 241 


2 ` 2 ; 2 
Fmax (4) = (1,1,2) А+ 2441 2А+1 Lim rg (4)= Lim Fax (4)= 
= bail ba=la+e 
Loan —l4 an е0 
1 
J o! 
EN 1 E, AH ` 2441, 1 _24+1 T 
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n Liane  2À-«1 -1 22 +1 22 +1 
£0 (La Es Э! 1H — l4 VES £0 € pror г1 4+1 
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L2 
— Lim rA (4)- —4— 
141,5 22 +1 


Même si la configuration géométrique devient un anneau fin sur l'hyperplan perpendiculaire à x:, 
les conditions aux limites du problème sont radicalement différentes puisque hormis sur l'anneau la 
valeur limite sur l'hyper-plan est fixée à zéro. Il est donc logique qu'il subsiste un point de valeur 
maximale au dessus de l'origine des coordonnées. 


Dans le problème classique de l'anneau à 3 dimensions, issu de l'électrostatique, sur le plan de 
l'anneau aucune condition aux limites n'est fixée. Le profil sur l'axe z (qui joue le rôle de l'axe xı) est 


ERE N 
N'ES +2? 
s'annule, се qui fait еп quelque sorte de се problème aux limites ип problème mixte ! Il resterait 


donc à imaginer le profil selon l'axe x, d'un « anneau » sur l'hyper-plan perpendiculaire chargé 
avec une densité « linéique » constante. 


de la forme : T(z) œ . Toutefois on peut constater que la dérivée première le long de l'axe z 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ces profils de la solution sur l'axe x, présentent les maximums suivant les dimensions : 


1 1 
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Quelques expressions sont utiles pour calculer la valeur maximale : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Calculons la valeur de la solution au point extrémal en dimensions 3 et 5 : 
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Pour la dimension 7, il vient : 
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Pour les dimensions paires les expressions de la valeur maximale prise sont trop complexes et je ne 
parvient pas à les simplifier convenablement ! 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple de valeurs propres d'un problème aux limites sur un cône hypersphérique d'angle 
ouvert 9, ou une section conique sphérique d'angle 9; et 9; 


Pour un problème aux limites de Dirichlet sur le cône, avec diverses dimensions et divers angles 
d'ouverture : 


si l'on prend n=3 et l'angle 9 = ДАА alors les 20 premières valeurs propres v= 4.85051, 11.7962, 
18.7798, 25.7719, 32.7673, 39.7643, 46.7622, 53.7606, 60.7594, 67.7585, 74.7577, 81.757, 
88.7565, 95.756, 102.756, 109.755, 116.755, 123.755, 130.754, 137.754. Ces valeurs 
propres sont celles des fonctions de Legendre dans le probléme à 3 dimensions. 


09,=7/7 


si l'on prend n=5 et l'angle , alors les 20 premières valeurs propres м= 
7.05252,14.14,21.1738,28.1917,35.2028,42.2104,49.2158,56.22,63.2232, 70.2258, 77.228, 84.229 
8,91.2313,98.2326,105.234,112.235,119.236,126.236,133.237,140.238 


si lon prend n-5 et l'angle 9 =7/ 3, alors les 20 premières valeurs propres v= 


2.19569,5.21953,8.22885,11.2338,14.2369,17.239,20.2405,23.2416,26.2426,29.2433, 32.2439, 35 
.2444,38.2448,41.2452,44.2455,47.2458, 50.246, 53.2462,56.2464,59.2466 


si l'on prend la valeur б=т! z alors on retrouve les valeurs propres vj-2n*1 quelque soit la 
dimension. 

; П E П 0 = 1072/7 DÉI ZS 
si l'on prend n-5 et l'angle ^*^ , alors les 20 premières valeurs propres v= 


0.70793,2.44934,4.19579,5.94387,7.69267,9.44185,11.1912,12.9408,14.6904,16.4402,18.1899,19.9397,21.6896,23.4 
394,25.1893,26.9392,28.6891,30.439,32.1889,33.9388 


0.802557, 2.55757, 4.30927, 6.06011, 7.8106, 9.56093, 11.3112, 13.0613, 14.8115, 


16.5616, 18.3117, 20.0617, 21.8118, 23.5618, 25.3119, 27.0619, 28.812, 30.562, 32.312, 
34.062 


Avec ип problème homogène de Neumann sur Іа surface latérale d'un cône fini : 


Si l'on prend la valeur ф%=л/2 


dimensions 


, alors on retrouve les valeurs propres vi-2n n20, quelque soient les 


si l'on prend n-3 et l'angle echt i alors les 20 premières valeurs propres v= о, 8.05252, 
15.14, 22.1738, 29.1917, 36.2028, 43.2104, 50.2158, 57.22, 64.2232, 71.2258, 78.228, 
85.2298, 92.2313, 99.2326, 106.234, 113.235, 120.236, 127.236, 134.237, 141.238, qui sont 
les valeurs propres de la fonctions de Legendre dans 1 probléme à 3 dimensions. 


0,=x/7 


si l'on prend n-5 et l'angle , alors les 20 premières valeurs propres 


V1—9.99843,17.2888,24.4154,31.4871,38.5333,45.5657,52.5896,59.608,66.6227,73.6345,80.6444 
,87.6527,94.6598,101.666,108.671,115.676,122.68,129.684,136.687,143.69 


si l'on prend l'angle n-5 et for mu а alors les 21 premières valeurs propres v= о, 
3.54215,6.62202,9.65707,12.6769,15.6898,18.6988,21.7054,24.7105,27.7146,30.7179,33.7206,3 
6.7229,39.7249,42.7266,45.7281,48.7294,51.7306,54.7316,57.7325,60.7334 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour une section conique portée aux conditions homogène de Dirichlet sur la surface latérale : 


si l'on prend n=3 et les angles 0 =z/7 Ө,=6л/ L alors les 10 premières valeurs propres v, = 


0.785441, 2.23009, 3.64994, 5.06115, 6.46833, 7.8733, 9.27695, 10.6797, 12.0819, 13.4837, 
qui sont les valeurs propres obtenues avec les fonctions de Legendre de première et 
deuxième espèce. 


si l'on prend n=5 et les angles 0 =z/7 0,=6x/ 7, alors les 20 premières valeurs propres v, 
0.196457,1.49885,2.8465,4.21496,5.59421,6.97964,8.36888, 9.76064,11.1541,12.5489,13.9445, 
5.3409,16.7378,18.1352,19.5328, 20.9308, 22.329,23. 7274, 25.126, 26.5247 


= 


si l'on prend n=5 et les angles „ал Ж 6,=57/ 14 alors les 20 premières valeurs propres v, 
3.33461, 7.92499,12.5624,17.2138,21.8712,26.5316,31.1938,35.8571,40.5211,45.1857,49.8506,5 
4.5158,59.1813, 63.8469, 68.5127, 73.1786, 77.8445, 82.5106, 87.1767, 91.8428 


Pour une section conique portée aux conditions homogéne de Neumann sur la surface latérale : 


si l'on prend n-3 et les angles 0 —nl7 0,-2/2-0 257/14 glors les 20 premiéres valeurs 


propres V= 4.33461, 8.92499, 13.5624, 18.2138, 22.8712, 27.5316, 32.1938, 36.8571, 


41.5211, 46.1857, 50.8506, 55.5158, 60.1813, 64.8469, 69.5127, 74.1786, 78.8445, 83.5106, 
88.1767, 92.8428, valeurs propres trouvées dans les problémes à 3 dimensions en susant 
des dérivées des fonctions de Legendre de premiére et deuxiéme espéces. 


si l'on prend n-3 et les angles GERIT ER =o TIT, alors les 20 premières valeurs propres 


V= 1.19646, 2.49885, 3.8465, 5.21496, 6.59421, 7.97964, 9.36888, 10.7606, 12.1541, 
13.5489, 14.9445, 16.3409, 17.7378, 19.1352, 20.5328, 21.9308, 23.329, 24.7274, 26.126, 
27.5247, valeurs propres trouvées dans les problémes à 3 dimensions en usant des dérivées 
des fonctions de Legendre de premiér t deuxiém spéces. 


si l'on prend n-5 et les angles 0 =z/7 0,-2/2-0 257/14 glors les 15 premiéres valeurs 
propres v= 3.9501344925410995711, 8.2834128385236342355, 12.809346397736492616, 
17.401247375216465538, 22.021967341828851119, 26.657637518959609635, 
31.302014275657881580, 35.951893314552177959, 40.605466517033460048, 
45.261638010005546844, 49.919705573719500697, 54.579198731160131830, 
59.239790564706123213, 63.901246903964204683, 68.563395646325467105 


0 =л/7 0,--m—0,-6m/7 


si l'on prend n-5 et les angles , alors les 24 premiéres 
valeurs propres м=1.0466048324550579151, 2.1757812608454260859, 3.3850217911605080281, \ 
4.6529890474965626462, 5.9597359771402670292, 7.2916975842047773814, 
8.6403988825458334089, 10.000570975047819093, 11.368862701544714053, 
12.743076107492226916, 14.121723821764207918, 15.503769543968034190, 
16.888471996221358721, 18.275288355798416165, 19.663812767509201677, 
21.053736124908384114, 22.444819102473593578, 23.836873658623547277, 
25.229750084734133074, 26.623327765927099942, 28.017508476632268891, 
29.412211439420355972, 30.807369631369823981, 32.202926986905071800 


si l'on prend n-5 et les angles 0 =z/14 6,-3m! TÉ alors les 19 premières valeurs propres Ve 
2.53442527, 5.0298875, 7.614541, 10.269463, 12.96948308, 15.69782180, 18.4444, 
21.2033, 23.97088084, 26.7445714, 29.52286, 32.304, 35.0891, 37.8758520, 40.66427, 
43.454116, 46.24513748, 49.037142553, 51.829979 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Cône sphérique plein d'angle Ө, en coordonnées hyper-sphériques (50) soumis à des 
conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en r=l, et de Neumann homogènes en 0, 


Soit le problème : 


A" T(r,0)= 0 T(r, 6)/xe Coz mm IS x? 
i=1 


=> n D 2 + n 
Co =| Xx/x, € [0,cof, Ух € E opis? € bu] 


i-2 


OC, = E € 252 = x, (Tan(9,)Y ol 53 = 1 


oT (7,0) 

00 äu 
La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur l'ultrasphère, à savoir : 
T(r,0) fini T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0)=T(r,0) 
T(r,0) ne comporte aucune singularité en Ө = 0, continue et dérivable 


C.L. -0 T(r,0) 


opa] = (Ө) 


Pour respecter la condition aux limites homogène de Neumann ‚ оп est amené à rechercher une 
extension des polynômes de Gegenbauer de degré entier à des fonctions de Gegenbauer de degré 
non entier ce qui donne la condition suivante pour établir les valeurs propres du problème de 
Sturm-Liouville. 

dC (z) v, zC} (z)-(24-1+v,)CŻ (z) 


Соз(Ө,) ас, (2) 0 d (2-1 Уу, > De ff ou Ñ 
= Cos 5 = Є ои 
di i E: асі (а) (v +) (2) Atvik) ' 
а2 (z? — 1) 
2N V; Ho C; (to) (24 - Iv, )c; 279 =0 
Hy -1 


V; Ho C; (u,)- QA =i) (to) = 0 
(v, * IC +1 (u.)- (22 +V, JC, (4) = 0 
; . n dC, (z) 
у, = 0 est aussi valeur propre puisque Су (z) =1= E =0 


Z=/o 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogënes en r=l, donne, (voir également calcul 
des normes du problème de Sturm-Liouville) : 


1 2-1 1 24-1 

B, = [= 001-22) > В, = faz ha (z)(1-2?2) 2 C; (z) 
Ho Ho 

v, tq v,-00uv, цу C; (u,)- QA -1+v,)C? ,(u,) 2 0 


ett = La e ca (ap =” сл „усы 


E (2v,+22) ” Adv 
| I Bee 2A+1 

Ier - jat- geen al 
Ho 


T(r,0)= 


B, B, | r | 2 
— — + -| C (Cos(0)) 
ot epu) ^ 
Pour les normes de la valeur propre nulle donnons quelques exemples : 


22+1 
ns VA 


2 ) o p[1 1224.3. 2 
mean ena a umm 


|cey = [aeti-2)* = 


Ho 


1-3 â= [eG =1-, 


n-4 A-1 | с} (=) = е: + Arcsin(z), = Е Шоу! D Arcsin(u,)= 
1 
=. ( Arccosqu,)- Hyl- Ше. ) 


== 5 À = 3 CU 2 24 2 m 
p 75 |С (z) F3 Het 
Développons la dérivée seconde : 


ОСА (z) v,zC4¿(z)-(24-1+v,)C2 (z) ec afach) ә (v zC/(z)-(24 -1+v,)C2 ,(z) 
= => = m 
ôz (z? -1) ôvôz  Ov| ёғ ду (z? -1) 
C^ C^ (z)- C? OC" OC" 
> vı (z) = 2 «e UN E [s "C _ Ga iv) m 
дуд 2°—1 2°—1 ду ду 
zC/.(z)-C? (z) 1 E (2) QA-Dci, =) 
or > = + > 
2°—1 V, 02 gel 


90) 1 E GC. (24 -1)C7., 2) L a E „0С _ TA BE s 2 
V 


Ovêz v| & z? -1 z? -1 ду 


28 es OC" 24 -1)C? OC: dC? 

vi (z) _ 1 SE ) 2 (z) Е щу, 4^) _(24_14.) vat) 
дуд? V, 02 2—1 Hy —1 ду ду 
Z=Ho 
GC (2) 1 CAC Anel 0C; (u) 0C; (to) 

s ai EO: одру с 
дуд: -„, Ho -1 Vi ду ду 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On obtient la valeur de la norme de la fonction de Gegenbauer de degré non entier, solution du 
problème de Sturm-Liouville avec des conditions adiabatiques : 


Jeep- LOVE SERA ci Саб) 
(25,224) ” БОЕ? 


С (z) 1 ((242-1)C2 (u) 0C; (Au) дС} (uo) 
= —5 + Hat) (24 1+v,) 
дуд= d -1 V, 2 Ov 
24-1 
NETZE cq ВАС), BEIS) E 
ý (2v, +21) E? Я d ду | ду 


Оп peut établir un résultat sur la dérivée seconde à partir de la norme de fonctions de Gegenbauer 
de degré entier pair, correspondant au cas @=л/2 : 


„у Ch (O) 
Fal)? 020у à à 
| = (2v, +24) v; tq C (и,)=0 et C; ,(0)-0— v, - 21 
КОК D GU г@+4)д?С2(0) 
aage еч) nr) = 1:0) = (41+24) MT(A) @zôv 
T Gg = zt T(21+24) 
Or | Cà (z zy -f dz (1-22) 2 (of => Ji dz (1-22) 2 (ci) = TECH 
E. ^C? (0) - (-1) x T(214 2AXAl 24) ar) = (y xT(2/+22) 1Г(А) 
ov ` ' 2"(oDyQr-AYXT(A) Г@+А) ^ 22 (о) (г(л)) r( A) 
CAO e vu  zrQI-2A) 9:650) s. OC ,(0) 
E curs 2 (21 (AN (+A) ^ ove Ge, 
2 0C? (0) - Cy zx TI «24 -1)n >: дС?, (0) -(ay xz T (21 24 4 UU 1) 
ôv >` ` 2" DT (A) T (+4) ôv 227 (21 - 2)T(A)F (1-14 A) 
= дС$ (0) = (yz z TI «24 +1)! 
ôv 2*(21+1)T(2)7(+1+24) 


ӘС? (0) ` Gm. 7 T(2/+1+24)! 
ду 2? (21+1)T (4A) (1+1+4) 
En résumé la solution du problème s'écrit pour tout angle d'ouverture: 


1 24-1 1 24-1 
В, = | dz KOl- В, = | dz 1-22) 2 C? (2) v, -00uv, Ho C; (u,)- QA -19v,)C7 ,(u,)- 0 


Ho Ho 


On a déjà vu que 


24+1 


| z S AL VO 
ont = Габ с Know? 
Jar Séi 
2 2 1 1-24 3 
| ex 2 = fah- S + * E 2T(A +1) Ho X (zia) 


B B rl 
T(r,0) = I ! |” | СА(Соѕ(Ө 
voir Eee) c0 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Lorsque fs(9)=1 alors on а: 


в јабгу Aen n- [0-27 сд) 


M Ho 
(28-1) 2 DER Дм (- ius 
л Иа a G О 


=> В, = 0 T(r,9) = 1 

Et l'on retrouve bien la solution triviale Т(г,9)=1. А titre d'illustration, choisissons une autre fonction 
limite de profil : 

fo(0)=1- Heaviside(0 —0,) avec Ө, є lo. ө, 

et posons u, = Со5(0,) 


j Jet ZC 


^ 22-1 2 À = 2 1 1-24 3 
See 2 |с; (z) See 27 E 21 (2 +1) Lo X Afin) 
22 +1 

MEI ) J . 6 1-24 3. `) 

GEN EE саа. 

(24-1) 

1 24-1 j= 2 2 
B, = ( dz (1-2?) 3 {д Шей |+, H, C(u)-(22-1+v,)C4 nl 

p v,(v, +24) 


1 24-1 Е 57 OC 
сеў OC 
x I 


22+1 
Уя = ) " al 1-24 и?) 
а A Ee 
T(r,0) = m — S 
N PA AE 
2 „ ZÉ = 
Е Ог 
QAD K 
y l’)? E T ar C? (Cos(0)) 
EES ec? І É 
Fe 1-2) І v, (v, +24)C} Q | 
! OzOv 


v,=0ouv,H C; (u.)-(22-1+v,)C; .(u,) - 0 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Exemple : Cône sphérique creux d'angle 0, en coordonnées sphériques (rO) soumis à des 


conditions aux limites de Dirichlet homogènes en r=l,,, inhomogènes en r=l,2. et de Dirichlet ou de 
Neumann homogènes en Өг. Soit le probléme sur cône ultra-sphérique : 


A" ,T(r,0)= 0 T(r,0)/x ЄС, r= |х| = La z = Cos( (0)et Lo = Со5(0, ) Т(7,0) fini 


С. Js e [0,0], X x don E |^ E: Ls ch 


ӘС, = GE EK = x, (Tan(9,) AS Za Js =) 


C.L. T(r, dh, р ои а (7,0) 
bs] 00 


Ge =0 T(r,O)eso.] =0 T(r, 0 Joco] = f(e) 
telle E 2] Ces "7 


Еп suivant Іа suite des calculs effectués dans les exemples précédents, pour le cas d'une condition 


homogène de Dirichlet: 
нў » v, +22 
DEE 
С? GI [DI m Ek 
[л P3 


24-1 
(scu To (у,+24—1) ÔC? (u) 
(2v, +24) òv 


vi v, +22 | Í 
СЕО 
= T(r,0)= > (2v, + 24)B, | l4 r 
| 1#0,+00 ( 2E óc; (Un) a LY L 1424 
1- u, (v, 24-1) 7 C; a (tto) Tri SÉ rl 


Et pour le cas d'une condition homogène de Neumann : 


1 24-1 1 22-1 
B, = [а fo(z)1-2?) 2 = B, = [dz no-z) CE) v,=0ouv, u CL (u.)-(22-1+v,)C? An 


ш =Cos(0,) T(,0)= > 


140,+00 


Ci(Cos(0) v, tq Ci(Cos(8,)- 0c» C (s) 


B, = fa (i= Dies s, (z) Се (2) ауес 


Ho 


2 (2) = 


C O) 


c (Cos(0)) 


Ho Ho 
22+1 
1-65) 2 С} (uo) 
| c; (2) ne) $ ce-l a] Wi o) Ee 
/л Г Séi 
ee Sek = тн) m (2262, 3 
(7487) 
В В La r x 
,9) == > f С} (Cos(0 
AT = E) ees 


c; | 


Vi Vi+22 
1,5 s D 
La 1,5 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Section sphérique pleine entre les angles 0,0, en coordonnées sphériques (r,O) soumise 
à des conditions aux limites inhomogènes de Dirichlet en r=l„ homogènes de Dirichlet en Ө; et Ө, 


Soit le problème : 


A T(r,0)= 0 T(r,0)/x ЄС, Y= Ix] = IS x? A Cos(0) et Lo = Cos(0,) T(r,0) fini 
i=l 


Ca = ` n ele os? e E энил] (ау, NT x? ер, ) 


ос, - [rs els Eat ато) | irme EE stre |a 


i-2 


ets DX = 1 C.L. T(r, 0o, =0 T(r, 0o, | =0 T(r, 6)o-o о - f(0) 


Pour respecter les conditions aux limites homogénes angulaires, on est amené à rechercher une 
extension des fonctions de Gegenbauer de degré entier à des fonctions de Gegenbauer de premiére 
et deuxiéme espéce de degré non entier. En respectant la contrainte de finitude et par principe de 
superposition on recherche donc la solution sous la forme d'une série : 


Т Лы GUESS. = ` e 
ka C; ,(Cos(8; )) Coy, (Cos(0,)) 


Comme Ө, > Ө, => Со5(0,) < Cos(0,) on pose и, = Cos(0,) et u, = Cos(0,) de telle manière que u, < u, 


e C; (Cos(0,)) Es vi (Соз (Ө), )) @ (2) Е СЄ б (4) 
| Ci (Cos(0.)) Co (Cos(0.)) ` QR Cos) 
С} (Cos(0)) C, (Cos(0 С? p 
D, (Cos(0)) = vi S os(0)) on os(0)) ge D, (s м (2) = Wri (z) z = Cos(0) 
C; (44) Cow. (4) Су (ш) Со» (4) 
Les fonctions propres du problème де Sturm-Liouville s'écrivent donc : 
C^ (Cos(9)) Ch, (Cos(0 c C; 
D, (Cos(0)) = sf Ost DE A os(0)) o, сүт (2) _ (Q)v, (z) 2= Cos(0) 


C (4) Суу. (4) C) Со, (4) 
On rappelle que c'est la formule de dérivation en z qui sert à établir la principale formule de la 
norme pour une fonction propre constituée par une fonction de Legendre de première espèce. Le 
résultat est donc applicable aux fonctions de Gegenbauer de première et deuxième espèce, ainsi 
qu'à toute combinaison linéaire de ces deux fonctions (notre cas présent). La formule de dérivation 
utilisée est la suivante : 
dC; (z) _ v zC; (z)-(24 -1+v)C7. (z) dC, (z) _ v z C (z)-(24 -1+v)Cloyy-1(z) 
dz (z? -1) dz (z? -1) 
dO, (z) 2%, (2) 021+), C) 


dz (z? -1) 


Vv>0eERouN 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


La norme pour toute combinaison linéaire : ду. (2) = ас? (2) +bC¿,,, (2) s'écrit: 


r. 221 ‚үн ôD, 0b, (2) р , 9*6,) i | 
À (o, (5 = mms | E Ce (2) ] or Ф, (2) 


„(z )-v,z9, (z) 


РА Z= 
аф, (z) vz, (2)-(22-1+у,)Ф, (z) (24-1+v,)®,, 
dz = (с? — 1) Е 1- 
(22-1+v,)D, (z) 
2=щ с 1-22 Sch 
zit: Kaf 


E КСЕ (24 -1+v, 241 ôD, (z) A 
o, Ја o coy А) on a, у 


H, 
(22 227 00, (и) 27-1 00, (4) 
le, cop GA uj) ? 2 (шз) (0-и) S 0 n) 


On peut également opter pour une évaluation numérique directe des normes des fonctions 
propres. En effet les formules de calcul des dérivées paramétriques (en À) des fonctions de 
Gegenbauer de première espèce ont la désagréable habitude de diverger et pour la deuxième 
espèce elle n'existe tout simplement pas, sauf à faire intervenir les fonctions de Legendre associées 
dont elles sont issues. Aussi on se contente de garder la forme littérale de l'intégration pour la 


24-1 
lo, GI = ("dz (1 =z? ES (о, (2)) 
погте : А 
La prise en compte de Іа condition aux limites inhomogènes еп r=l„ donne : 
C; (и) Е Є у (4) 
Cé (ш) © ы (д) 


z= Cos(8) щ = Cos(0,); H, = Cos(6,) V, tq 


C^ (zy Ch.) и; 22-1 и; 24-1 
D, (2) ==" Ou dz (1- z AO Cic) c= |а01-2?) 2 fG Ch (2) 
' Cu) Cis 0n) E ШС de ШШЕ 
Date Cu) Ce vı- a4) op, (ol 1 2с; (а) 1 ОС (u,) 
fit C (ш) Соу v, (шщ) ду C; (и) ду Coir (ш) ду 
D рр) С} (m) С бузга (42) dD, (u) = 1 0C; (a) 1 OC (o, (u) 
УК C Lu) Cor (4) дА C; (Qu)u) ду CV (w) ду 
_ А—1+у,) Dees OC, (43) a òD, (4) 
I, (z y Z SEO [ H, ) x — 2, (a) - H, ) | —3. °, (u) 
| B, C, | А | < (Cos(8) Chy, 2] 
T(r,0) = Y (2v, + 24) C; (д) Co (Qu) AL С? (д) Су (ш) 


#0,+00 22 -1+v 24-1 Ob v ER oo, 
s l Ji í KEE E 000 (а) 


ду ду 


2=щ = 0 
ои 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


En prenant en compte les formules d'intégrales indéfinies : 


(24 ( )s. À К. QEN 
= 1-x!]) 2 C/'(x) (1-х) 2 
Га) 2 "Cc o- == 9120 (v xci ()- Q4 - 1 v)c?,(x) 
2A (241) 
Ha ERO 
(2441) (24-1) 
(22-1) (=x) 2 Cho ü-x)2 
Га) 2 C, G) = SE SE (v x Chy, (x)-(24 -1«v)co, .()) 
à be 
т vi ? Cosa 09 


Lorsque la fonction limite fs(z)-1, avec les formes littérales des normes des fonctions propres : 
С (m) _ Cis (h) A (= GO - Ses (2) 
C; (ш) С (4) S c (дщ) C. vi (ш) 


z-Cos(0) u, = Соѕ(0,); и, = Соѕ(0,) v, 


i (= Cu) Dës, (4) 0®,, (ш) = 1 óc; (u;) 1 асу, (d 5) 
UT Сш) Com) ôv Сиш) ôv Coma) ду 
Ф (u ) = Су (u) а 108) em. (u) E 1 SE (u.) 1 Су, (u) 
Ke C; (ш) Qo (ш) дА С. (и,)(и) ду Cos: (ш) ду 
3 Lull 22 ôD, Qu) LÉ ôD, (u) 
je, c) = = SS [ uj): — b, (a) (124 ): —3àÀ Duala) 
1 24- 24 (24+1) H2 24 
(а (1 z“) 2 C= L zia ee =— > >>> А 
С} (u 1) n r V, (v, + 2A)C; (д) ( i Vi (v, * 24) i 
1 H: 24-1 24 (24+1) H2 2A 
dz\1-2?] 2 CA. (2)= [ ZN È ө ы) H =-_ D 
C лу 00) | ) SE v, (v, EIN e Соух, (44) ( uen iu " v, (v, +24) 
(24+1) Bib (24+1) (Ол+1) 
[з биде) * e ш [ з © б le cs. (75) 
=> À, = c D, = C 
v m) KORA (4) 
= 24(4, -D,) | r J | Ci(Cos(8) С, Cos (Cos(0 d 
i 140,40 V, (v, + 221) GI e (ш) Со, vi (д) 


Le cas particulier ой Ө›=л- Ө; entraînant u:=- u2., cela donne une condition aux limites paires et il 
s'ensuit que la solution du problème aux limites doit également être paire. Plus généralement un 
probléme pour lequel Ө;=л- 0, џ:=- и», avec une condition aux limites paire doit normalement 
conduire à une solution paire : 

J (0) = 102-0) > T(r,0)=T(r,z - 0) 

avec une condition aux limites impaire doit normalement conduire à une solution impaire : 

J (0) = - fo(x is T(r,0)=-T(r,z —0) 

C'est ce que nous avons démontré dans un paragraphe spécial consacré à ce sujet : 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Exemple : Section sphérique pleine entre les angles 0,0, en coordonnées sphériques (r,O) soumise 


à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogénes en г=1„ de Neumann homogènes en Ө; et 0; 
Soit le problème : 


,T(r,@)=0 T(r,0)/x ЄС r-|x|- IS? z = Cos(0)et u, = Cos(0,) T(r,0) fini 
i-l 


ë ë ` n elo Ex? e E = sf ae ^t (Ys el } 


oca, - [sis els rs = an(s} v [ne bs = Е 


і=2 


MTS OT(r,O OT(r,0 

N xh» xé =|, C.L. (7.0) = 0 (7.0) 
i=l 6-0, 00 
re[0,1,] 
Pour respecter les conditions aux limites homogènes angulaires, on est amené à rechercher une 
extension des fonctions de Gegenbauer de degré entier à des fonctions de Gegenbauer de première 
et deuxième espèce de degré non entier. Par principe de superposition on recherche et on trouve la 
solution sous la forme de la série suivante : 


А Ф, | = 0 Tr, 8)oso.o.1 m 7(9) 
re|0,l„ 


CP (u): "Coy tUm) Ра e Er aat) 
С}'() Choy, (41) CA in) K (a) 
CA 105) ` Cow- 104) 3 = e (z) Co (2) 


+ + Ф, (z) = + + 
CG) ` Cos hd CH) C ova 


2441 80 (z) |” 2441 ôi (2) |” 
>= 74 (2) n a dt Zaiten 
2 H2 


z =Cos(9) ш = Со5(0,); и, = Cos(0) v, tq 


or C2'(z)-2ACz(2)e v, tq 


E OzÓv | ду 

Ф = = 

ir D +24) Qv +24) 

pi (u) = Ca) Con) PPU __ 1 Сти) 1 Cla) 
ОДО CDën (4) ôv С (д) ôv Соо) = ôv 

o^ Ea) = QE Co (4) SR 1 0C; (ш) 1 OC (ov, - i(n) 
CG) GEN uA. A ` Œu) XV ТИИС 

244 00^" (шщ) 244 p/H us) 
|o; (z y -o (0) A Ф (ш) = i ( uj) ? Ф (u FE 


B, = Í dz (-2)* 4o Cz) G= [401-2 EN fs Cow (2) 


Di 4 


É B, б о ) Ca eee 
T(r,0) = Y Gr C oic Gn) AL CZt 00) Co (4) 


1#0,+00 |œ; c) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


II faut rajouter comme toujours la solution de valeur propres nulle, ce qui donne : 
CU). Соб) 


z=Cos(0) u, =Cos(0,); и, = Соз\Ө,) v, tq = 3 
( ) 1 ( A 2 ( jj 1 ci Pa) E^ x (u) 


CH. Con (2) o, 3 2431 gr. 24-1 2 
Ф? (2) = x i Ол D,(2)=1 DAG = | 411-2?) 2 DE (z) = | 2511-22) 2 (D? (г) 
1 С? "(ш) z: (ш) 0 | 0 | | ( ) | 1 | | ( ) ( 1 ) 
go (u) = Ca) Con) 0970) __ 1 a) 1 Cos iu) 
RE (ду = (4) ду Qu ду Conadh) - 209 
Ф? (rye С} b) GE (4) 007 deet 1 QC (u;) 1 OC (oy, - (us) 
"UT cr) Ch.) ô ` CP) ôv Coal) ду 
I 007 (u) 3441 007^ (44) 
Io (c y "sete u, Ss: 2 Ф; ‚ б) E ( uj) I D; (u I - 


B= [4-7)* fO) s= 20-2 TZ £O Cio C, = fal- z) = 


Hu m Hu 


| B, ©. Lie ee cat) | 
T(r Dee, CAC) Cow 17» L. C^" (m) Суу, (4) 


Ie c om fo: cy 


Lorsque la щш limite fs(z)=1, on a 
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On retrouve donc la solution triviale T(r,9)=1. 
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Lorsque la fonction limite fs(z) présente un profil en fonction de Heaviside : 
fG)-l si геа. 5,0) =0 size | = mie | 


H +H 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Extension aux cas de l'hémisphère à N-dimensions porté à la condition de Dirichlet homogène 
nulle sur la base 


Dans la configuration symétrique précédente, lorsque les conditions aux limites sont impaires, la 
solution est construite à l'aide des seules fonctions impaires, ce qui conduit à ce que la valeur sur la 
tranche (base de l'hypersphère) soit exactement nulle. C'est donc également la solution d'un 
problème aux limites sur un hémisphère à n-dimensions évidé par un cône supérieur d'angle 
d'ouverture 9; : 


A" T(r,0)= 0 T(,0)/x e Con FE M = bx z = Cos(0)et u, = Соѕ(0,) T(r,0) fini 
i-l 


оа. es LAS) N f<: 
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Avec pour solution, par construction mpate enz: 
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„q SEUD GE) Ave, EI). Съ) 
CC) `Ch atn). `” C; 3 Co, (42) 
o (z) paires 21 zéros o (-z)= Ф? (=z) v... (Z) impaires 2l *lzéros D „ы = 2)=-Ф, (=z) 
244 api"! (2) Ï" e p^" 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Section sphérique creuse d'angle 0,0, en coordonnées sphériques (r,O) soumise à des 
conditions aux limites de Dirichlet homogènes en r=l„ et inhomogénes en r=l,;, homogènes еп Ө; et 
Ө, Soit le probléme : 


A" T(r,0)= 0 T(r,0)/x EC r-|x|- KÉ z = Cos(0)et u, = Cos(0,) T(r,0) fini 
i=1 


саро ЗУ Lë) 
ôC. = Ë TENEO yet Is els s? = x° (rala, MS 


KH = Lei Ze = 2 
і=1 і=1 
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L5] Bus 12] 

En reprenant les résultats d'un exemple précédent en modifiant la partie radiale, nous avons : 
E! C? 
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Lorsque la fonction limite fs(z)=1, on а: 


- Сон (z) 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : Section sphérique creuse d'angle 0,0, en coordonnées sphériques (г,0) soumise à des 
conditions aux limites de Dirichlet homogènes en r=l„ et inhomogènes en r=l;; , Neumann 
homogènes en 0, et 6,Soit le problème : 


,T(r,@)=0 T(r,0)/x EC r-|x|- KÉ z = Cos(0)et u, = Cos(0,) T(r,0) fini 
i=1 


севар ЗУ Lë) 


ôC. = IE а e all Y x = (а yet 1%, e all Y x = x.(Tan(9, MS 


KH = Luet Ze = 2 
і=1 і=1 


T(r.0) 
0—0, = 00 


rell Jos] 
En suivant les résultats d'un exemple précédent et en intégrant la solution de valeur propre de la 
forme A1 Br? il vient : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Lorsque la fonction limite fs(z)=1, on retrouve rapidement la solution triviale, puisque Bo est 
identique à la norme de la fonction propre angulaire de valeur propre nulle, trivialement égal à 1 : 


24 24 
ma V] 
r > 
. Lorsque la fonction limite fs(z) présente un profil en fonction 


de Heaviside (voir un exemple précédent pour le résultat de certains calculs), il vient : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Solution des problèmes aux limites homogènes en dimension radiale sur un cône hypersphérique 


Envisageons un autre type de problèmes homogènes dans la dimension radiale, à savoir : 


A" T(r,0)= 0 T(r,0)/x ЄС гк=[х|= bx z = Cos(0)et u, = Cos(0,) T(r,0) fini 
i-l 


Ca rsen Ex? | (ZE (2809) TL et] 
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conditions mixtes radiales licites avec coefficients constants 
T(r,0Jo = 5,0) T(r.0)0-0 = f, (r) 
rella Lo] rel, 12] 


Dans се cas il convient де trouver ип système де fonctions propres dans Іа dimension radiale 


; SC | = ді" -(+22) 
permettant un développement en série. Ce n'est pas le cas avec les fonctions RO r EB T 


On a déjà vu que la partie radiale se présente ainsi : 


ok awasi = = E A Cos(v Log) B Sin(v Log(r)) 
r 


B 
Les fonctions radiales de valeur propres nulle sont de la forme : r 
et pour la partie angulaire, comme suit: 


1-22 244 24-1 
=P +< == 24-1 1-24 
@(z)=(1-z?) + 2 (2)+BQ |? e) choi = 
E pu 
1-24 1—24 1-22 
=> @(z)=(1-2°) + [Бы (2)+B0 2 H 
73V = Y 
La partie angulaire est donc une fonction conique de Mehler ! Nous avons ainsi trouvé des 


fonctions oscillantes, il suffit alors de contraindre ces fonctions à respecter les conditions aux 
limites radiales. 


Soit pour une fonction sinusoidales s'annulant еп Ir1 et Ir2, on trouve immédiatement : 
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R (r) = E Sin 
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Pour une condition de Neumann de part et d'autre : 
RUD  ,, Rl) 
d dr 


r 


=t, 


Conditions =0 Posons t=Log(r) t =Log(l.,) t, = Іое(1,) эт = á 
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Pour des conditions de Dirichlet en bas et de Neumann en haut : 


Conditions R(1,)=0 et EC) =0 
r 


S R(0)-0 = A=0= RG)= Le ^" Sinvar) et Вг) = re" (v Cos(va t) - ASin(v ar) 
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=> Conditions R'(1) 20— v tq  ASin(va)-v Cos(v a) 


4 


1 
v >v, (т) = —e^"'Sin(v,av) Sar Zl d 
rl rl 
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a = Loue v, tq ÀSin(va)=vCos(v a) 
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À 
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rl rl 


Et enfin pour des conditions de Dirichlet en haut et de Neumann en bas : 
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Orthogonalité et normalisation des fonctions propres radiales construites 


On peut se convaincre facilement de l'orthogonalité en appliquant directement les résultats d'un 
système de Sturm-Liouville : 


no 1 d ы dR(r) R(r) 
aA 2р2 6 22 Q | 22H +222 =0 
2 H v pb? dr б dr ) (v ) r? 
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Système de Sturm — Liouville 
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La E 


On va calculer les normes des fonctions propres directement par leur intégrale, mais avant 
exprimons des intégrales avec les fonctions propres radiales et une fonction quelconque sous la 
forme normalisée suivante avec le poids calculé : 


ы 
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Cette intégrale est valable quelque soit les valeurs propres et fonctions propres associées de nos 
différents problèmes sur le cône. Appliquons cette série de transformation à la fonction propre elle- 
même : 


[Ж 1 
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En l'appliquant à la forme Cosinus : 
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rl 
Cela permet d'appliquer le résultat avec une combinaison de fonctions sinusoïdales lorsque le jeu 
de valeurs propres est identiques. Deux résultats peuvent donc être donnés : 
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Pour les problèmes combinés, conditions de Dirichlet en bas et de Neumann en haut : 


Conditions R(l,) 20 et 


dR(l,, ) E 0 
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Avec le problème combiné, Conditions de Dirichlet en haut et de Neumann en bas, on change 
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R 
Conditions en =@ф ЭЕ 
r 


v, tq ÀSin(v,a)=-v, Cos(v,a) 


1.5 1 
R (r) = == salv, Los = | | => Ï = [ar n Res a [dc (Y (r)) avec YY (z)= 
P 0 


r 


) 


Sin(v,a т) 


Sin(v, o )Cos(v„a ) 


| ; а ( a Sin(2v „a 
R, (| = á [dr (Sin(v„a z )) = pius (1- Cos(2v,a z )) = 5 [ i d — S [ 
_ y R, (>| = а Ë À Sin(v,a d 
S 2 av, 


R (| „Ед mais aussi 
" 2 


V„a 


)= af dr steigt) 


| 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Calcul des normes en théorie de Sturm-Liouville 


Dans le cadre d'un problème de Sturm-Liouville régulier, avec pour valeur propre w : 
cet, p()20 w(r)>0 


-" [pp 4), tb онр) 0e Z AE É 2.01), Jaar) soo, 020 
r dz 


o valeur propre de l'opérateur de Sturm — Liouville 
Les normes se calculent de la manière suivante : 


| ОГ, Ja LE OTO a, (9.0) eCall 


до дод 


On rappelle d'autre part дие la valeur propre de l'opérateur de Sturm-Liouville dans notre 
problème était transformée de la manière suivante : 
и? =в= —р(р + 22) forme de Legendre 


1 1 
Cas АА -40 <0 > p == = A En posantv =\œ- А => р = BOY 
En conséquence les dérivées paramétriques sur les valeurs propres changent de nature : 


En posantv = Jo — 22 = @ = v! + 2 => do = 2vdv 
Appliquons ces formules à notre probléme, il vient : 


рг) =? wer" 0,0) RO) 
f drr? R oy = a. ORI _ qu R.O) Ji 
È 2v Or ду Ovôr j| 


Rappelons également les valeurs des dérivées premières еп coordonnées et еп paramètres pour 
une des formes des fonctions propres : 


— l 
Posons t-Log(r) t =Log(l.) t,-Log(l,)7-— = = b= h = Ld =| 
rl 


Lb, —t 
(t-14) 


a 


r at 
>T = Эі=і +ат < at = Log &r=lL„e 
rl 


Posons R, (г) = GE et R, (iz 
r 


RARE NE <o tense 


ar ala 


OR, (7) et R б (т) = Á D 
ÔT i 


В (т) = re" (A Cos(v at) + B Sin(v z z)) 


rl 


К, (т) = ге (Соку ат)(Ву =A A)- Sin(v a t )( Av + À B)) 


rl 
К, (t) = SE S ASin(v a r) + B Cos(v oc) 
rl 
Chili OR.) а 
ôv ôr ôv LÁ 


ri 


e ** ((BCos(va 7) - ASin(v a c))- a c(Sin(v at (Bv — A A) Cos(v a tr )( Av + A В))) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exprimons la norme à l'aide de la variable normalisée t, il vient : 


f drr Roy = 1 ES ORG) р уб? ser 


Or Ov O vor 


Posons R, (r) = XO et R, (pc с, RO (t) = Re (j ee) RO (7) pet pie q Penh) 
r 


' R, „(т)е “* e TAT О À РРР OR, OR, OR, 
5% «1, s = F RD => IR C = “| (3e “2 ll 


дудт 
Retrouvons alors les résultats des normes dans le cas de Dirichlet de part et d'autres : 
Condition de Dirichlet > [R (cl =0 et [Sinwar)],=0 [Cosv an} =+1— [Cos*(vart)] =1 
A=0,B=1 


rof Le lR or о-о) 
a v б 


К, .(т) = е “y Соз(у от) В, (т) = 7.3 €" Cos(v ат) |R, c = el t Cos’ (v a cl = 
аг rl 

Dans le cas Dirichlet en bas et Neumann en haut, il vient : 

R,(0)=0 et R, ()=0 


v, tq ÀSin(v,a)=v,Cos(v,a) А=0,В=1= К, (т) = eran art) 


rl 


=> R, (т) == BI Cos(v от) – А Sin(v о т)) R, (r) = LT eat Cos(v ат) 
E ri 
2 -at 
RG " (Cos(vav)(1-Aac)-v ат Sin(var)) 
OvOT La 
, a , OR,(0) o 
NE ) E LC ) дудт [с 
: ein A ein 
R, D = ~a (v Cos(va)-2Sin(va)) R,,® = fa Cos(v a) 
rl rl 


e" GRO e^ 
R (l) =—— Sin(v a) = а (Соѕ(у а)(1-ла)-у a Sin(v а)) 
Í> OvOT Lu 


Sa 


|R, CJ zb er OR, (@)- Re)? EE iren DR, D R (D 2 CH 
ES дудт 


2а v 


= C (v Cos(v a) — 4 Sin(v a))a Cos(v a) – Sin(v о)о ( Cos(v a)(1 — Aa)-v а Sin(v a))) 
a v 


2v 


= ty a — Sin(v aœ) Cos(v a)) = d [ ины р 2 
2 va 


Ce qui est le résultat déjà trouvé en calculant directement l'intégrale ! 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Rappelons également les valeurs des dérivées premières en coordonnées et en paramètres pour la 
deuxième forme choisie des fonctions propres (cas Neumann en bas et Dirichlet en haut): 


Posons t-Log(r) t, =Log(1,) t,-Log(l,)7- D t, -t, = Log 1.2 | 


2 f 


rl 


t,—t 


—t-t-avrear- 112) кезет" Posons R, ,(r) = EO et 
r r 


R, . (t) = et К, (т) = l5 Ji Р si tod m )) 
r r 


OR, (т) 
T 


OR, (r) 
д v 


д 
R.) е" 


ar a l, 


R, (r) = Z E cov Los 


=> BL (is R.G)= (A Cos(v a z) + B Sin(v a z)) 


r2 


R „(т)= Te“ (Созу ат)(Ву -AA4)-Sinvac(Av-AB) R,(r)= E €" (- ASin(vat)+BCos(var)) 


À 
r2 r2 


&R, (т) - OR, (7) ms a ӨЛӨ? 
ду дт ду D 
Exprimons la norme à l'aide de la variable normalisée t, il vient : 


((BCos(v ат) - ASin(v a 1))- o c(Sin(v a x (Bv + A A)+ Cos(v a r )( Av — A В))) 


Posons R, ,(r) = RO et R,.(t)= RO et R,,(T)= RO г=1,е 
pul j P eR D Ps R, (т)е°* , CR (r) _ eat EM? (z) 
| a l, Ovor al, дудт 
|R, c =. m e? OR, (r) OR, (т) R, (т) CR (r) 
2a v ÔT Ov дудт J|, 


22 


SIROL = 22— la OR, ()-R (0) "RO 


Dans le cas Dirichlet en haut et Neumann en bas, il vient : 

R,(0)=0 et R; ()=0 v, tq Sin(v,a)=-2v,Cos(v,a) А=0,В=1 
1 : 

= R, (t) = — e^ Sin(v at) R,,G)= GE Cos(v ат) + A Sin(v о т)) 
r2 r2 


or К, (т) oe" 


R, (t) = — e’ Cos(v a z) i (Cos(var)(i+2ar)-v ат Sin(v а т)) 
| be OvOT Laz 
2 Àa 
—R.(0--.v R,(0-0 E R..() = & a (v Cos(v a) A Sin(v a)) 
| Lo | дудт l, | r2 
Ла Aa 2 Aa 
R, (0) S то Cos(v a) R, (1) = — Sin(v a) ЛАБ Р i a(Cos(va)(1+2 a)-v а Sin(v a)) 
| l „a L, дудт 1,5 


R (nf = = emn. (OR, G)— R, el Ie Ë OR, (D - R, QD GEN 


= ne (v Cos(v a) + 4 Sin(v а))а Cos(v a) – Sin(v о )о ( Cos(v a) +4 a)-v a Sin(v a))) 
a v 


= hit а — Sin(v œ) Cos (v а))= = АЕА 2 
2v 2 


Va 
Ce qui est le résultat déjà trouvé en calculant directement l'intégrale ! 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Il ne reste plus qu'à calculer par ce moyen, la norme pour des conditions homogènes de Neumann 
de part et d'autre, donnons l'expression la plus générale de la norme quelque soit les coefficients 
A,B, il vient après une session de calcul sur Mathematica 


1 A - B? 
LR, e = A B+av(4° +B°)- A BCos(2av)- (= B") su 2 
у 
Pour les conditions һотодёпеѕ de Neumann de part еї d'autre, оп retrouve Іа norme calculée. 


Si A => et В=1 et v=% e œ = Log| E | et Sin2av)=0 et Cos(2av)=1 
[04 


rl 


i Ss ЖШ 
il vient : |R, (| = < [n E )- п  [ 20) | 


A 2 


rl 


Formes des fonctions angulaires associées 


Les fonctions angulaires associées sont les suivantes (rappel) 


1-24 4221 4221 
@(z)=(1- 2 Fb Рр? (O+ BO ° H 
ЕСЕМ EA 


P (z) Fonction de Legendre de degré — : +iv et d'ordre + Ша, 
SR 

OPE (z)F onction de Legendre de deuxiéme espéce de degré — Н +iv et d'ordre + ты 
2 

Aussi appelées fonctions coniques ou fonctions de Mehler 

On choisit l' ordre négatif == = 124 comme À= "= => — = = n 


Dimension n entière donc l'ordre est un entier négatif ou un demi — entier négatif 


Sans oublier la solution de valeur propre nulle des équations séparées: 
z=Cos(9) dz = Sin(9)d9 


2l Zare Lu 09469, ( з) Ces(9) 49,09) _ 
Sin"?(9) 29 д9 d9? Sin(9) d9 
LO) (s) 
da? _ („_5\C08(9) d de,(9))) _ d | 
dO, (6) (n 2) aes (ros 19 ) (n 2) (Log(Sin(9))) 

19 
= Lo “9 a --(n- 2)Los(Sin(s)) = 99:09) = gg o 


—e,(9)- BE d9Sin(9) "^ 


Forme générale (9) = | 2 2 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Avec comme cas particulier pour les fonctions de valeur propres nulle suivant les dimensions 

n= qes (012-4482 Op Сой 2) = E +F Log| Тап 2) 
1+Cos(0) 2 2 

Cos(0) 


Sin(0) 


SEN 


n=4—=®,(0)=A+B = A+ BCoTan(0) 


1— Cos(0) 
1+ Cos(0) 
Sin? (0) 
Que l'on retrouve avec l'expression utilisant la forme générale des fonctions de Legendre 
associées : 


сно) 


п= 5 Ө,(0) = А+ В 


(n-3) (n-3) 
[As (Cose 8,0. (Co) 
Ө,(9) = 2 з > n=3 => Ө,(9) = (4, + B,O°(Cos(9))) 
Sin(9) 2 
А,Р2(Соѕ(9 "Y Cos(8. 
26 03 м Лет ee) se , à e i 2 D 
à 0 1+ Cos(0) i Jsin(9) 


ЕЧӘ)= 2 e ЖУ : ces — 


nl [vl Leed: | | 
do EEUU. ju Eten. ne [sa 


2 л 
А, |2соңө)- В, [E sins) 
= 9,(9)= 12 2 - 44 pE) 


Sin(9) Sin(9) 
n 5= 0, (9) КОЮ) Са) p ATE = (соо) =s) 
(1 — z? roef: - a -2z Sin? | — Sal = 2Cos(9) 
Q, (z)= NES > Q, (Cos(9))= 2Sin(9) 


- A,Sin(9)+ B GE 
SEN Sin(9) 
Sin? | n iul -2Cos(9) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Hypothèse sur les formes des fonctions angulaires de valeurs propres nulle suivant les valeurs du 
paramètre dimensionnel À 


En examinant la forme des solutions on peut émettre une hypothèse sur la forme des fonctions 
angulaires de valeur propre nulle : 


(24-1) (24-1) (n-3) (n-3) 
[Ati (Cleo (emt). | n; (Coa) ag Zell 
0, (9) = : (24-1) : = i (n-3) i 
Sin(9) 2 Sin(9) 2 
(2m+1) 
Оста) (Cos(9)) m 

Si А=т+1 2 ray * 6e Si À= От+)_ FE (Cos(2) œ Cste 

Sin(9) 2 2 Sin(8) 


Pour le montrer, reprenons la construction des polynómes associées de Legendre : 


P"(z)=(=1)" (1 zJ ô" P. (z) or ô" P. (z) = Cste 
Oz" д2" 


т (2т+1) 
Plus précisément ô" P„(z) gab Ga (Z) 


0 


(2m+1) 
(о), = AC Е id 


do гў => P"(Cos(9))=(-1)"2" r +m) m 


TE 


Sin” (9) 
De plus Lim О» (z) =00 => Lim О” (Соѕ(9)) = œ Lim A = © 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour ce qui est des fonctions associées de Legendre de deuxième espèce et de degré et d'ordre 
demi-entier, on émet les hypothèses suivantes,vérifiées d'après la formule suivante : 


(2m+1) (2m+1) 
Qo.) (Cos(8)) А2) (Cos(9)) 
Si 1=m+1= — +y œ Се Lim Gra 0 
Sin(9) : ° Sin(9) > ` 
Do „| _ Cos(xv) 4 x | 3 
De pl “(z)= 1- 7° B, Lu, Г — 
ери О) Sec ) | Sin(zv) A WEEN Mes 
, 2” 
et 0) 0-27 BC) 
B (a, B) fonction Beta incomplète d' Euler = Í ан" (1 Е SE"? 
0 
(2m+1) "E (2m+1) 
=> Ven (2) =-(1)" 2 01-22) ` Je D, 
2 
(2m+1) m-l (2т+1) Er (2m+1) 
> Qa (Cos(9))- "2" sta" Ve mie Lt 27 3 (9) т M т 
Be 
Qc. (Cos(9)) R 
= тт (ml) ` = "de ml 
Sin(9) 2 
es pur (бтн) (та) 
= D 2 | =: 2т+1) (2т+1 
Pons) O E) 80) 4 ww SE J 
T = 2 
2 
(2m+1) 
Pa ży (Cos(9 SONS) 
шы (Cos(9)) „© (от+1) (2m+1) 
Б Оны) ^ От+]) Bros) Qc 5 
Sin(9) 2 d. 2 ) 2 
(2m+1) 
Plana) (Cos (9)) ат) 


: I Ет ( (2m+1) em! Y) KÉ 
920 suy) =” г|- SCH 21 = 2 2 


Toutes les hypothèses ont donc été démontrées ! 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour ce qui est des valeurs propres non nulles et des fonctions angulaires associées, il est facile de 
démontrer la valeur réelle de la fonction de première espèce, en utilisant la propriété miroir des 
fonctions de Legendre : 
P" (z) = P“ 1 1 1 

ree) =>T=--+iV >T = iv = | iv) > -(r +1) 
PEPPA) 2 2 2 


+2 1 +171 + 424-1 424- 1 


` œ= SE ` (х) = Р e 2" (x) = P i, O = PT. pem ` (oi réel 


Qu'en est -il Ê la fonction conique de GE espèce. Pour cela on rappelle que les fonctions de 
Legendre de première et deuxième espèce sont reliées par les formules de liaison : 


pen y = _ 2 СОЧ + eg" CA gue 27 д: + u) )P 4" (2) - P^ Cz) 

í Sin((t + uyr) Sin((r + и)л) 

Lorsque т=-1/2+і v et u=m, un entier , il vient un calcul p réalisé auparavant dans le texte, qui 
serait tout aussi valable avec un ordre entier positif : 


РҮ (2) = Ê CE 2 +iv-m kk: (+O r ca) 
—+iv , 1 . 2: — Hv ——+iv 
2 л Sin | ——+iv -m x 2 4 
(ri 
2(-1)" x” l -m 
(- 1)" Cos ET y 07 TET. Ga 
Í 122 : a" 
2 
Dï (2) = "С 1) [ 1)” со{(- E tiv y a (z)- E (9 e» 
š 2s | j у] 
2 
co (- ; + 2: ) =i Sinh(vr) sial (- ; tiv y] =—Cosh(vr) 


ES E M ; ; _ (Mi p-m z)— = Is 
. Ce ZIA Sinh(vze)(=1) Ый ) ы ) 


r (= 1)" -m = m o: -m 
2017 усетят оа Mo Ri E 


^^ „©) РҮ (= з K) 


t Ít D — 


D'aprés la formule obtenue, on a clairement isolé la partie réelle de la partie imaginaire de la 
fonction conique de deuxiéme espéce. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Il reste maintenant à envisager le cas des ordres négatifs demi-entiers : 
_2m+l 2 


1 I 2m +1 _2m+l _2m+l 
P,? (2) = Cos +iv T |Q 2 (2+0? (=z) 
=> Va , 1 3 2m — 1 2 2 on 5 y 
л Sin J +iv л 


2 


Е ^ [ H sil (- ue y Je: r (z)+ 0, 2 ca) 
mt) 1 л 2 Eq ом TN 
a (- 1) coll +iv у] 2 2 
ee em e LC 
rui 2(- D coll. ; +iv 9 s - uv 


cod (- = + 29 = і Sinh(vz) ad: E tiv у) =-Cosh(vr) 


2m+1 š 2m+1 2m+1 
SP (= 25 | n n sms os = Ca) 
=> Hv. T Sinh(vz) тун SA 


n 2m4l 2m4l 
ІЛ = Hie 

=012 @)===— —  Cosh(ys)P ,? (2)«(-1P P.” Ca 
D id 2Sinh(vr) EC E Hv 

D'après les formules obtenues, la fonction conique de deuxième espèce est donc clairement 
purement imaginaire. Il en serait de même pour des ordres demi-entiers positifs. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Dans le cas encore plus général d'ordre quelconque réel, on aurait : 
2 


Рү (2) = | CE 5 +iv-u kk. (2*QT. ca) 
# ДЕС 23 2 2 


ОЎ (z)= T el: ET Fr OPY ca) 
——+iv : 1 | 2 -—+у ——+iv 
^ 2Sin| | —-—+iv-u |m 2 2 
ҮҮ 
dell: ; tiv Jr Jesum ғ" (- > +iv Je mtn Рт No P a) 


dall: ; tiv Jet с (3 iv ke) 
со{(- H + 29 = i Sinh(vz) (6 5 +iv у) =-Cosh(vr) 


E Sinh(vr)Cos(ux )- Cosh(vr)Sin(ux )]P 7"  (z)- PT | zJ 


2 [Cosh(vr)Cos{(ux)+ i Sinh(vr)Sin(urx )| 
[Cosh(vz)Cos(uz )- i Sinh(va)Sin( ur )]x | 


-91,0- 


[Сезнул)5о(ил)-! Sinh(vr)Cos(ux )]|Р ' _ (ж + PT | ca) 


[Cosh? (va )Cos? (ux)+ Sinh? (ул )Sin? (ил) 

[Cosh? (va )Cos? (ux) + Sinh? (ул )Sin? (ux) = Cosh’ (ул) = Sin? (ur) 

[Cosh(vz )Cos(uz ) - i Sinh(vz )Sin(uz )]x [Cosh(vz)Sin(uz )— i Sinh(vx)Cos(ux )| = 
= Cos(ur)Sin(ur)- iCosh(vr)Sinh(vr) 

[Cos(uz )Sin(ux)- iCosh(vr)Sinh(vr)]P T | (z)+ 


29T (2-7 | 


+ [Cosh(vr)Cos(ux)-i Sinh(vr)Sin(ux |P ` (=z) 


T 
=Q (z)= | 
BEI 2 Cosh’ (vx) - Sin’ (uz) 


Сеил] sinu) P (2) +Cosh(vx.)P Ý zJ 
л ——+iv FIV 

Re QT о) i | 

| EI 2 Cosh’ (ул) — Sin? (ux) 


— Созул) ECL Sin(ur)P ” j ca) 
A Q (2) " л Ed = HV 
EE 2 Cosh’ (vz) - Sin (ил) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


La fonction associée de Legendre de première espèce, à valeur réelle et on l'appelle communément 
également la fonction conique associée de première espèce ou fonction associée de Mehler. On voit 
que le calcul de la fonction associée de Legendre de deuxième espèce donne un résultat imaginaire 
pour les ordres entiers et purement imaginaire pour les ordres demi-entiers. Il faut alors choisir une 
valeur réelle pour une fonction de deuxiéme espéce. Le choix souvent proposé comme fonction 
conique de deuxiéme espéce est le suivant : 


бс @=бт GC) si 2-2 o. (2) = T E) si А=т 
^-m m л pn 
— - re Cro: gi. e oon dc MEN 
2т+1 3 2т+1 л 2т+1 Е ns 
Ô as (2) = w[C "o E (z j- И ‚2 (2)+(-1)"Р, 2 (— >| m eN 


Ce choix est également guidé par l'indépendance des deux fonctions solutions pour construire la 
solution générale du problème aux limites. Dans le cas d'un ordre entier, on ne peut prendre la 
partie imaginaire : 


> _ z Sinh(vz) а 
zi -1+ iv о)-- 2 Соѕћ (ул) Geh ) 


car cette dernière n'est pas linéairement indépendante de la fonction conique de première espèce. 
Dans le cas d'un ordre demi-entier. La valeur de la fonction conique de deuxième espèce étant 
purement imaginaire, la question du choix devient évidente, d'autant que l'expression résultante 
est bien indépendante de la fonction de première espèce. 


Au passage il est tout aussi évident que la partie réelle d'une fonction à valeur imaginaire, tout 
comme sa partie imaginaire, ou la partie imaginaire d'un fonction à valeur purement imaginaire, 
respecte également l'équation différentielle à partir du moment oà tous les autres éléments de 
l'équation différentielle sont à valeur purement réelle, ce qui est le cas pour notre problème aux 
limites de départ. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Remarque sur d'autre choix de seconde solution 


D'autres auteurs (voir NIST Hanbook of Mathematical functions - section Conical function), 
proprose le choix : 


ÓT @= nd egt @ | 5 Sinan )P7 © 


t Ç 1 
——+iv ——+iv = 
2 2 


[Cos(ur)+ iSin(uz )|Cos(uz )Sin(uz)- iCosh(vz )Sinh(vz)]P 7 (+ 


+[Соз(ил )+ї5$їп(ил )]Созй(ул )Соз(их )- i Sinh(vz)Sin(uz)|P t (-2) 
Rd e" Ot, o) š 5 Cosh’ (vz) — Sin (uz) i 
2 (ит) Cosh(vz)Sinh(vzr)]P T (z) [Cos (uz )e^* + Sinh(vz)|P 7 zJ 
SËCH o) š — Cosh? (m — Sin (uz) | 
нил) сон) = Sinh(wr)]P"" (2)+ [Cos (ur)e™ + тит) ЈР ca) 
am = 3 UE Sin (ux) | 
Ë Sin(ur)Sinh(vr)P T (z) [Соз (ит)е"" +Sinh(vz)|P ү ca) 
am (9-7 Cose Sin (ux) | 


Appliquons ce choix aux fonctions coniques de Mehler du cône ultra-sphérique, il vient : 
1-22 


«sw A- Py ноор 7 (2) + 
И 


1-24 
+ | Cos? Sar л le" + Sinh(vn)|P 2 (=z) 
1-24 2 ras 
_ DÀ aj = M _ л P dd 
2 


Ор (2) 
2 É Cosh’ (vz) — ЕЗ 
lo E 
| ‚|1 eoe rre 
PourÀ-m- Q^ (2) = 2 = 
S a ) 2 Sinh(vz) 
2т+1 _ À il 
Pour à = ———-— О" (2) =——- 
2 soy 2 Cosh(vz) 


Ce choix conduit bien 
dans tous les cas de valeur du paramétre dimensionnel À, à des fonctions de premiére et deuxiéme 
espéce indépendantes. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Revenons à la forme du développement en série. L'association entre fonctions radiales et 
angulaires est donc la suivante : 
v, valeurs définies par les conditions aux limites homogènes radiales 


o^ (r) = A, Gd tal Z.) tB, С) 
rl rl 


1-24 1-24 „ 1224 
D^ CHE suo) [Р ` (Cos(0))- ВО ? (cos) 
or UE 


On rappelle également que les fonctions associées de Legendre de premiére espéce et d'ordre 
entier sont reliées par les formules de liaisons : 


Die m4 1) 
Г(с+т+1) 


P” (2)  (-1)" 


1 due 
E E P” (2) 
2 E dunn 


1 
+iv (2) = ( 1)" 1 Fun (z) 
0) 2 


Toute solution du problème aux limites présente donc le développement еп série suivant (inclusion 
de la solution de valeur propre uniquement dans le cas de conditions de Neumann homogène de 
part et d'autre) : 


= gj q = 2m +1 


(dimension n impaire) P7 
E? 


"ue (Cos(9))+ B,O,2, (Cos(9)) 


| 24-1 24-1 
À 
$ B, 2 2 | 
SEENEN 24-1 E 


Sin(9) > 


+ Se 


оо 1-24 1-24 
+> ZA E ZU +B; E ler. (Соѕ(0))+ ВО 2 О) 
2 1 RER 


ia Y rl rl 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : soit le problème aux limites : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z-Cos(0)et u, =Cos(9,) T(r,0) Kg = f(r) 


On écarte rapidement la partie de valeur propre 0 identiquement nulle, et d'après l'étude des 
fonctions propres la solution se développe en série ainsi : 


Leo 1-24 
T(r,9) = Y` A Sin v,Log g P ï EN (Cos(0)) V, E. M Rr) = Sin v, Log E 
F ia La E H d d 
Log| = 
Lu 
1,2 1.2 
[arr dg 2 [arr f (DR (r) 
Y (r)- sis koef + É | 


; ) V (t)=Sin(v,at) A = m = 7 == 
A [R] (Соче) E "e ran 


1) 
" $ Н Пе: t t 
|& y = — - 


"iz О T(r,z) 


z-Ho 


rl 


Normalisation de l'intégrale r => е = > T = 


I SH 
Li 


n= far FOR, o= farry f, (eo) al, fare nm a = Lo) 


eee fear 


P$ (Cos(0)) 


L-alj/S,—8,- jer ei" f (r)Sin(v,ar )  T(r,9) = di ) Ess[« koef ) 2 
= 177 P è (Cos(0,)) 


Supposons que la fonction limite est constante JA) d il vient : 


1 А А 
иус Ti drei" Sin(v,at) a= zi = J Cos(v,a )=(=D' e” = (2) e” = H 
0 rl r2 rl 


À 
In s =T Vi 1- e Cove) ` i э(е) T, In Is SC À) 
a "o A +v, * aV +r? В = a X + Рл? 
1-22 
P$? (Cos(0)) 


ml ee Us r - Luv, 
T(r,0) = 2T, „A el = D Pes v, Log 7 = 


P ï EN ` „Cos, )) 


Supposons que la fonction limite soit de la forme : POELE , il vient : 


À 
ө-т) = f. G)=Te”” a - Log 1 v, = Cos(av,)=(-1) et Sin(av,)=0 
r " a 


1-22 
À + Sin vas roef =) y E (Cos(0)) 
= J rl у! Vm 


1-22 


2 (21+0)Р ? (Cos(,)) 


uv Ут 


1-(-1) 
S, =T, [dc Sivar )=T, _-* > T(r,0)= 
0 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Exemple : soit le problème aux limites : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z-Cos(0)et u,  Cos(8,) T;(r,0) ' =0 T.(r.8) _, 


ET re 
La partie radiale de la solution de valeur propre nulle Ao*Bo/r donne une constante dans ce cas. Et 

la partie angulaire donne également une constante, du fait du respect de la condition de finitude 

de la solution à angle 8-0. D'après l'étude des fonctions propres la solution se développe don en 

série ainsi : 

Conditions de finitude en r 2 0 et 9 = 0 


r 


Ry(r)- À, + " —B,-20 et Ry(r)«l a = Log| 12 | үт ш 
rl a 
2A-1 24-1 
[^ say (Cos(9))+ В,,0,2, (costo) siÀ=m= A,,-0 et Ө,(0)= By; 
@,(0)= E __ => 
j Sin(9) = ийке s er Ad) 


+e 1-24 
T(r,0)= A, 5 + Z > A SD | +2 ZE roef £) | 2 (Cos(0)) 
Y qu rl zi = HV; 


R, (r) = As cof v, SD E ZE SD ) Y (т) = 7 Cohen T )+ Sin(v,a T ) 
rl rl 


[^ p f (r) a r? f (r) " T 
A m E = la R 2 2 d 24-1 = 2 = Erd 
a so Б шшк: 
| dr f.()R,(r) 2 j dr f.(r)R,(r) ; 
А = = 2—7 «ЇКЇ =. 
[ЖО dt, 2\ 4 
y 
Normalisation de l'intégrale r => e = I > T = ! erzl,e" і=ат 
[04 


T, for (ry ^" R (r)= cl, а et f ER Cos(v,a z )+ Sin(v,œ т ) 


=— m jer e f SE Cos(v,a z )+ Sin(v,œ т ) S= [ar r?^ f (r) 


22S LN S v r r -L+ivi О 

AGP n z+ 1) У L Ө а )) E 
Zeit г E mmm 

E 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Supposons que la fonction limite est constante = Ts, il vient immédiatement S; =0 : 
1 22 —] 2A 
r2 rl 


1 1,2 
S, =T, [ar e" Iova )+ Sin(v,a т ))=0 S, = T. [Кик = T: У] 
0 La 


a = A v, = "n puisque Sin(v,æ)= 0 
ri a 


et la ui se réduit bien à la valeur triviale T(r,9)= Ts. Avec une fonction limite de la forme : 


fo) =h 


, il vient : 
І 1 $ -Aa t In 1 B 
А) =Т| | = f.(t)=T.e y, 2 — 5—á = Cos(av,)=(-1) et Sin(av,)-0 
r L 1,5 
là 
Í v 1-Cosla v, ) 2 
= AE )+ Sin(v,a т ) =Т,——————=—5,,=0 ро ва 
bs À i av, orr 


15 À 1,2 
sens): r^ dr TI, Au Du Wa x5) 


la 


Vars Е ; d = 
" —* Cos v, Log] — | |+ Sin у, Log] — P?  (Cos(0)) 
À +00 À I I lg 
2T l4 rl rl EM 
+4T]) + 


T(r) - 1 SH 
e 1=0 pts иы "ay етн dat. (Cos(0,)) 


WS 


Exemple : soit le problème aux limites : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(0) et Ho = Cos(0,) 


ТӨ), = "I 


On écarte rapidement la partie de valeur propre O identiquement nulle, et d'aprés l'étude des 
fonctions (pg la solution se développe en série ainsi : 


24 
T(r,0) = p A sl, Log 7 | = iy (Cos(0)) v, tq ASin(va)=v,Cos(va) «= SEN 
rl rl 


| fe roro 2 far fr Ro) 

RO) за 2:54] ji i == E — = 
| S [ЖОП Р А (Cos(6,)) ali Snte z: 2 (Cos(0,)) 

уа gn 


VO 


|R, (Y? = z [ Sin(v, z )Cos(v,œ) 


) Normalisation de l'intégrale 


1; 1 1 
L = | dr f ^ Ro) =al [dre у, суе (с) = a, S, => 5, = f dre у, (s)Sin(v,a z ) 
Та 0 0 


1-24 
Е SIE PE (Cos(0)) 
= T(r,0) = Al) >s с е 
r 


— fi Breuer P (Cos(0,)) 
væ = 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Supposons que la fonction limite est constante f, (r) =T; , il vient : 


Vi 


1 
œ = Log 2.) FOST SS HEISER T 
La a? tV, 2) 
r 1-22 
sid ural 7) P A (Cos(0)) 
rl 


EER 
2 


À +œ 
ro fe) E p 


= - = v, tq ASin(v,a) =v, Cos(v,a) 
r tV, It Seata) рр, 2 ` (Соз(Ө,)) 
уа - tiv, 
T. 
mier ig £G)= а. 
Supposons que la fonction limite soit de la forme : r”, il vient 
À 

пот“) = (г) = Те?" S, = MR 

r av, 


. (1— Cos(v,a tn p (Cos(0)) 


—— iv; 
2 


eee | 
T(r,0 -arf a) - - v, tq A Sin(v,a) = v, Cos(v,a) 
"NF > (av, — Sin(v, a )Cos(v,aœ)) B 122 (Cos(0,)) bc j i i 
iir 


——+iv 
2771 


Exemple : soit le problème aux limites sur une section conique-sphérique à n-dimensions : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(0)et u, = Cos(0, ) et H, = Cos(9, ) 
TEO =0 T'(r6), uum mn 7 A0) 


Qui se décompose en deux sous-problémes : 
AT(r,0)=0 T(r,0)fini z= Cos(0) et u, = Cos(0, ) et u, = Cos(0,) 


T'O), =0 T'(r,8), >. =0 Trz) an = ba = f, (r) 
qinsi que : 

AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(0) et u, = Cos(0, Jet L, = Cos(0,) 
TUO = 2=щ = fi 


Le premier problème se résout par les calculs PRENE: sur la partie angulaire : 


PA (Cos(9)) 0,2, (Cos(9)) 


Valeur propre radiale nulle => @,(0) = : = 2 zm 4 = 
Sin(9) S P4 uà Qu) 0,21 (ш) 
SE 2 
E „ 124 
Valeur propre radiale non nulle => D (z) = ar | (z)+ вО Sr (z) 
„tivi tivi 
07069) виа 3.1 
1-24 2 1-24 m 5 m 2 
Pu. (z) A 5 E Se 
n 0 Di (2) < — SE ul) Pi (Cos(9)) ... = 
Рр (а) Or (а) Er 2m4l 5 zu $ #=т+1 
: : Pom (д) Sin(9) 2 ` 


E 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ainsi que sur la partie radiale permettant de donner l'expression du premier G ; 
$t 24 
m 


Ry(r)- 4, + 22 = C.L.Neumann — B,=0 et Ri(r)xl œ= ZU d IRO = = 25 


(Cote) Suy. 


et Si (9)" ST ARME 

зи А in R, (r) = +" соби tod 7. | esl SEH | 

O, (9) = [o 4, (Cos(8)) . 2m+1 : rl m 
Sin(u,) 2 


is шт $ Amt) Ф (z) =Coslv,a r )+Sin(var ) 
Pd (д) Sin(9) 2 | d | | 


Rua 


2 PE (z) Ор. (2) 22 ја p? f (r) 
Kl = A + o Фу" (2) = = om T 
| I | 2 A | PI m j (a) 0,9 — "EZ: 12 )ә,(и,) 
Í 248 
S dee d 24-1 4 _ д 
0,2 | rr fy(r)- А» KE me bin) 


2AS, ,O, ,(0 r 
T(r,0) = (Ж Re 2 AE 2. $4 E Cv roef + ) | esl ted Z] Je: (Cos(0)) V, = Z 


| dr f(r)” Rr) 2 | dr (г)? (r) 


А, = = 
RE D!" v? 
| TO (4) dr i = jor (1) 
Normalisation de l'intégrale ғ — e = Т > T = — Sr =Ï e" 
a 


rl 


t=at= T, = fars, (Gr R (к) = cl, i е" f. SE Cos(v,a z )+ Sin(v,ar ) S 


=> S,, = je pof Соат) Since) 


245 (E a 
T(r, 0) = 0,2 O, 2 
es 1, "lo, Jul 


A 
+œ S H, 
zi d > 12. У! Cos v, Log Z | |+Sin v, Log d 2i (Cos(9)) avec v,= HE 
r ) т \ 4 J À La La Фу" (15) a 


A 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


L'expression du deuxième problème donne : 


1-22 1-24 
R(r)= 2E cov li | ç sl, SE ) TON C 
r P rl p(z) =— P 


1- 


Wc) ="Cos(va z )+ Sin(via z ) P è (n) Qf, Qu) 
2 2 

Or(Co 8) Sine)" о , ut 
О„(и,) Salat 2 
2m+1 

0, (9) = Р, (Cos(8)) Sin(u, ' 
1 LÀ = 6; si À=m+l 

Pu (u) T 


2 


1 [Ж 
=> S= [ат e f GE Cos(v,a z )+ Sin(v,ar ) Sou = [ar r?^ f (r) 
0 nt 


245 Ө, , (09) 
T(r,0) = ы + 
^ E Le ) O,, (д) 


À 
+00 S и? 
«x d Vy Yi Cos v, Log Z | Sin v, Log : «^ (Cos(8)) avec v, SE 
r I=1 | v ) À l4 l4 or (д) а 
Q 


Lorsque les deux fonctions limites sur les tranches de la section conique-sphérique creuse sont 
constantes, alors on a la nullité de tous les termes de valeur propres non nulle puisque : 


Л@)=7, fG)-T, 


1 1 
S, = T, (dt el Cos(v,a z )+ Sin(v,a z ) S, = T, (dt e É Cos(v,a z )+ Sin(v,z z ) 
0 0 


ал 
=> Sin(v,aœ) =0 


1 
Ог [dr etu Cos(v,a z )+ Sin(v,a z ) = 
0 


Dans ce cas la solution devient triviale est s'écrit : 


1 — Qu (Cos(9)) Sin(u,)" | _ Qu (Cos(9)) Salon P 


si À=m+— si 
О"() Sin(9)" 2 Qj)  sin(9)" 
2m+1 2m+1 
O,(0)-1 Pi (Cos(9)) ven Din Р,,2, (Cos(9)) deg 
far a Sin(u,) 2 EE 1-2 Sin(u) 2 
2m+1 2m+1 = 2m+1 2m+1 
Р,2, (ш) Sin(9) ° ` Р,2, (a) Sin(9) 2 
2 2 


@, (0) @, (0) 
+ 
O, (44) SON 
L'obtention de cette solution triviale qui ne dépend plus de r n'est pas un hasard, puisque les 
conditions aux limites inhomogènes choisies sont constantes et les conditions homogènes de 
Neumann implique aucun gradient dans la direction radiale. Tout cela ne peut que conduire à une 
solution ne dépendant plus de r. Une telle configuration est totalement équivalente à la 
formulation d'une équation de Laplace dans l'unique coordonnées angulaire Ÿ sur un système 
ultra-sphérique à n-dimensions. 


T(r,0)=T, 


3 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- 


Illustrons cette solution dites triviale selon quelques valeurs du paramètre dimensionnel À 
| Oz (Cos(9)) Sin 


p (д) Sin(9)" 


s(9)) sinus.) si imis 1 
2 si Л=т+ = 


Q (Co 
Ca (u „) Sin(9)" _ 
om) Pai (Cos(8) E Ө,:(0) = 2" 

| вт i i Cos(9 n 
p 2m4 Ze si À¿=m+1 1 E ( ii ) Sin(u, ) - | 
Р Sin(9) 2 2т+1 . 2m41 

ты ш) Poma (ш) Sin(9) Š 

Жеш 
si А=т+1 
Z +u, 1- 2A 
0 == 
à => Q) (Cos(3))= Lo (lau OI (Cos(9)) _ 1— u, 1+ Соз(Ө) 
— Cos(0) Qi (u) Log #2) 
1- u, 


1+ д 1— Cos(0) 
O°(Cos(9)) _ = "E =o 


o| и, mud 
1— u, 1+ Cos(0) Ө, (0) 1 
0,2 = 


9,00) _ 
O, (s) rel DCH Í О, ul Log A) 
1-1, l+ 44 1- д 
t +u 1- ce 
att, ` 1— д, 1+ Cos(0) 
O, (u.) й Lo = =a 
1— 4 l1 45 
1 
"(cos 2 Cos(0) 2 n Coste) Sin(u, )2 CoTan(0) 
"m Pa Sin(0) 8 ) = (2 Cotan(0)=1 1 "m B: СоТап(џ,) 
P? (4) Sin(9)2 ? 
2. 


1+ u, 1— Cos(0) Lo 1+ u, 1— Cos(0) 
I Z 1= д 1+ Cos(0) 


Jad TOET @, (8) A Ө, ,(0) 2 1— u, 1+ Cos(0) T, 
2 O, (u) Ө,.() Lo => ra] E = Cl 
Se 
1- u, 1+ д 1-u lc, 

[ = re) Ë CoTan(0) eua. 
A212 T(r,0)- T, CoTan(u,) ; CoTan(u,) 
|_ CoTan(u) 1— СоТап(и,) 
CoTan(u,) CoTan(u,) ) 


(CoTan(u,)- = Ө)) 
| (СоТап(д,)— CoTan(u, )) 


_ 7 (CoTan(u „)— CoTan(0)) 
' (CoTan(u,)— CoTan(u,)) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Représentation intégrale de la solution du problème de Dirichlet inhomogène sur la surface d'un 
cône-ultrasphérique. 


Bien que les fonctions radiales d'une section conique-sphérique ne soient pas apte à représenter 
une solution sous la forme de série sur un cône plein, du fait de sa rapide oscillation autour de 
l'origine. N Lebedev dans son ouvrage « SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, Prentice 
Hall 1965 » les utilisent pour exprimer sous forme intégrale la solution du problème de Dirichlet 
suivant : 
AT(r,0)=0 z-Cos(0)et u, = Со5(0,) 

= (07,0) e [0,+о]х[0,0,]) 
T(r,0) „= 7,0) 
Condition 
Li г 0) =0 


1.00) - 0 

M y r 

Cette approche peut tout à fait se généraliser pour un cóne dans un espace ultra-sphérique à n 
dimensions. Comme nous l'avons vu les fonctions suivantes sont solutions de l'équation de 
Laplace ee on utilise les ordres négatifs des fonctions coniques de Mehler): 


o (7) = E Cos(r Log(r ))+ B; Sin(r Log(r))) 


D (0) = (Sin9)) ° (er? p. TR ` (Cos(0))+ В? Ces т ND 


La condition de finitude en 9-0, implique d'écarter Іа fonction de deuxième espèce qui diverge pour 
9-0 (voir plus loin le comportement des solutions à la singularité 9-0). La solution se présente donc 
sous la forme : 


T(r,0) = = (a: Cos(z Log(r))+ B: Sin(r 270) Z, ? ` (Cos(0)XSin(0)) з” 2 


Supposons maintenant, comme le fait Nesbeder que la fonction limite sur la surface du cône 
admette un développement en intégrale de Fourier généralisée, soit : 


Posons É = Log (r) => dé = ar rfr fac (r)Cos(ré)+ F, (t )Sin(té)) < 
=— =J ја ^ f.(r)Cos (rë) = — lei (r^^ 'Cos(r Log(r))) 


ci 7 | dé т^ f,G)Sin(z8)= — -f dr (у, (r^ "Sin(e Log(r))) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Le respect de la condition aux limites de Dirichlet conduit à la solution suivante : 


1-22 
T(r,0) = EI Cos(r Log(r))+ B: Sin(r Log(r))P ?. 
2 


(Cos(0)XSin(0)) ° 


Développement intégrale sur le paramètre t 


1-24 1-24 
2 


= T(r,0)= l Lola Cos(z Log(r))+ B? Sin(z Log(r)))P ? | (Cos(0)YSin(0)) ° 


Ed 
Comme тое) = f. (r) 


JL [ac(at Cos(z Log(r))+ B Se Log(r)))P à (Cos(0,))= € [ат (F.(s)Cos(ré)+ F, (c)sin(ra)) 
А = 754 ER 55 В; E 2 e) E 


P è (Cos(6,)KSin(0,)) P è (Cos(6,)KSin(0,)) 


Рр (Соғ(0)) 
T(r,0)=— [ат(Е,(с)Соз(с Log(r))+ F.(c)sin(e Log(r)) 2 (Sin(0)) 
GE P 2 (Cos(0,)) (Sin(@,)) 


2 

l - 
—+iT 
2 


2 2 
1. ps 
—+їт —+HiT 
2 2 


1-22 
2 


1-22 
2 


avec 


HOR 


© 2 = [а (fr Cos(r Log(r))) et Е,(т)= 1 


=— [ar (7, (ri ' Sin(c Log(r))) 

T 0 

Dans la littérature, il y a une condition pour que le développement de Fourier existe sur la fonction 
limite f(r) (voir E. C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, second edition, 


Oxford University Press, London (1950), Théoreme 3, p. 13): 


+œ 
f.(r) continue et f. (r) bornée sur tout interval[rLr2] et [ar 
0 


H (li? est finie 
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Comportement des solutions à la singularité 9=0 
Les solutions mu, comporte une forme ue sur l E x1. 
-24 —2À 
o? (9) = (Sin(0)) 2 ` 2 E 2 ` (Cos(@)) o^ (0) = (Sin(0)) 2 ` BÓ ` (Cos) 


Examinons la solution de première espèce pour une valeur de ü proche de zéro, en utilisant une 


formule de développement autour de la singularité z->1 : 
H 


l 2 y 
cl — 1,2,3, 
te) Fee 


Р(х) и и 
— (Le). (-1}T(v+u+1) ЕЗІ ТА 
и! 2 J ` T(1+u)(v-u+1)\ 2 XE dE EE OS ДЫ 
m ni T(v-m+1) Е 1 1-х E 
P" (x)=(=1 p" "(х) ж — 
Sich T(v+m+1) SG) tl 2 ) 
2m+1 
1 = í A=m+1 
Sg 2m+3 2 
udo. 


1 =i 1 
—— | == А=т+—= 
Г(+т)\ 2 2 


Calculons la valeur d du Produit lorsque l'angle tend vers O : 
1-22 1-22 


Ee Haag! 2 "=P j ү. К Ме 


2т+1 2т+1 
1 (1=x2) 4 (1-2) + Dee 
2m+1 2m+1 
T - (nb ` (La x) 4 
>P? (0-2) 4 = 2 
1 (1=x2)?(1=x2)2 mc 
m de 2 
r(1+m)22 — (exp 
= 2m+1 А=т+1 
1-24 1-24 (223 Ü (1+x) 4 
>P? (х)(1—х?) 4 = 2 
: Кеше 
T(1+m)22 ia] 
I эг А=т+1 
1-22 1-24. 1-22 1-24 (2 2 
=> Lim P ? (xfi-x') + = LimP è (Cos(6)KSimt)) 2 = 2 
xl - ur SEH 1 1 | 
= А=т+— 


I(I-m" ` 2"ml 
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Le comportement de la seconde solution lorsque l'angle s'annule dépend de celui de la fonction 
associée de Legendre de deuxième espèce dont elle est issue : 


24-1 

и E d'H —A+it) 24-1 

ог), ШКЕ = #3 Df = ) ужи=#-1,—2,-3=—>0 ? (х) > 4 É ` 
=x 


-у+т T(2+ir) 
1-22 xT 24 - d 22-1 


2. \ 4 2 0,42 
Zu" eege лл. 


24-1 
1-24 л rb 4 


(Sin(0)) 2 — t TG +i- iz)Sin(z(2 — ir) 
2л 124 in = 2t 
кы Q eiis e pt js RN 


dad y e 
1-24 1-24 лг 4 } : 1-24 1-24 
= Lim(Sin(0)) 2 О 2 (Соѕ(0))= Lim Es: Ke 
0—0* 


in or P(A elt —ir)Sin(r(à — ir) 


y 

N 
~ 
Мм 
EN 


1-24 1-24 


(1=x) + (1=x?) + 


comme А> T 
2 


ce qui confirme la non finitude de la seconde solution à angle nul. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Revenons à l'exemple inspirée de Lebedev qui est un problème d'électrostatique à n-dimensions : 
on doit trouver le potentiel électrostatique à l'intérieur d'un cône conducteur gardé au potentiel O, 
si l'on place à une distance a de son sommet une charge q. La solution se développe comme suit 
par décomposition du potentiel en deux fonctions. Nous verrons par la suite que le problème à 
résoudre est en fait une équation de Poisson (celle dont le terme source représente la charge 
placée dans l'axe du cône), dont on connaît une solution particulière ( le potentiel d'une charge 
libre dans tout l'espace) qui certes ne répond pas aux conditions aux limites imposées, mais qui 
ajoutée à la solution de l'équation de Laplace aux conditions aux limites de valeurs opposées sur la 
surface conique donne bien la solution du probléme aux limites de Poisson. Pour cela il vient donc 


le probléme aux limites de Laplace suivant : 
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La solution du problème est alors donnée раг l'intégrale : 
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Dans le calcul précédent et par la suite on utilise les deux représentations intégrales des fonctions 
associées de Legendre de première espèce : 
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Les formules suivantes sont valables pour tous les ordres entiers et demi-entiers négatifs en 
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Puis pour des valeurs dans l'intervalle (-1,+1] : 
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En posant soit x=0, soit 6-7, il vient : 
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Remarque : l'intégrale majorante se déduit des formules précédentes 


Donnons quelques valeurs du produit des fonctions Gamma d'Euler : 
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Remarque sur le respect de la condition sur les fonctions limites : on a vu qu'il peut exister un 
développement intégral de la solution du problème aux limites si la condition suivante, est 
respectée : 
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+00 1 
d А-1 t - ES q = 
| r|f.G)r est finie Lu) E SE -2ar Cos(6,) > fr) (~ n -2ar Cos(0,) 


Nous aurions pu par exemple vérifier que ces propriétés étaient bien respectées dans le probléme 
électrostatique ou de source de chaleur ponctuelle. La fonction limite de la forme suivante respecte 
par évidence bien les deux premiéres conditions, il reste à démontrer la finitude de l'intégrale. Et le 
probléme réside essentiellement sur les limites respectives de l'intégration. Il suffit de prouver la 
finitude de l'intégration d'un coté sur une borne suffisamment grande et de l'autre une borne 
us pour trouver 6 encadrements finis. 
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Pour l'intégrale inférieure, il vient : 
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L'intégrale ° a donc une valeur finie. 


Remarque sur le cas 90-n/2 : si l'angle d'ouverture du cône est droit, alors le cône forme un hyper- 
plan de séparation et le problème d'électrostatique est un problème plus connu de charges induites 
par une charge ponctuelle placée au dessus d'un hyper-plan, que l'on peut par exemple résoudre 
par la méthode des images électriques à n-dimensions, et dont la solution est le potentiel d'un 
dipôle, dont la charge opposée est placée symétriquement à l'hyper-plan. Dans ce cas on sait donc 


que le potentiel a la valeur suivante : 
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Revenons à la solution integrae et calculons sa Be lorsque 05-72, il vient : 
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On retrouve un résultat identique à celui déduit de la méthode des images, c'est donc un bon indice 
que la formule de Lebedev est juste. 
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Prenons un autre exemple, où la fonction limite est constante sur un support bornée et nulle 
ailleurs : 
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Plus généralement toute fonction limite à support bornée [0,a] et également bornée sur cette 
intervalle convient pour développer une solution intégrale, puisque. 
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Prenons maintenant des conditions aux limites de la forme : 


fo- cl. зи" [0,51 oz 


О sur [r,+] 


La condition s'écrit : 
ro B+A 
T. [ dr r^^ = To 
E BÀ 


On peut donc calculer la représentation intégrale : 
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Lorsque 6=0, soit des conditions aux limites constantes et à support borné, il vient : 
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Représentation intégrale pour le cas 6=0 et Ф=л/2 
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Sur l'axe z, soit 9=0, en prenant en compte la limite à la singularité 9 = 0 : 
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Injectée dans la formule intégrale, il vient : 
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Voici les profils représentés ae e suivant les diverses valeurs du paramètre 6 et À : 
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En dimension 4 : 
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En dimension 5 : 
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Lien avec d'autres formules, solutions du méme probléme 


Pour un cóne ultra-sphérique non borné, dont nous avons également calculé la solution par un 
développement en série avec ce méme type de fonction limite constante, la solution est la 
suivante : 
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Dans ce cas les profils de solutions sur l'axe z, avec un angle d'ouverture du cône ultra-sphérique 
droit (un hyper-plan), suivant le paramètre dimensionnel À était les suivant : 
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Il est clair qu'en calculant numériquement ces intégrales afin d'en représenter le graphe par 


symétrie, les deux fonctions semblent coincider numériquement : 
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Représentation des potentiels sous forme intégrale 


Partons de l'expression d'un potentiel classique d'électrostatique, sous forme d'inverse de la 
distance, ainsi que les puissance d'un tel potentiel : 
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Quelques considérations sur les dérivées des fonctions de Gegenbauer et Legendre de première 
espèce par rapport à son degré. Valeurs de la dérivée aux degrés entiers pour des ordres entiers 


et demi-entiers 
Dérivées premières par rapport au degré, fonctions de Legendre de degré quelconque 


Il existe une formule appelée formule de Bromwich, du nom de son découvreur, portant sur la 
dérivée première des fonctions de Legendre de première, selon son degré lorsqu'il est entier, soit 
dériver formellement, selon le degré, les polynômes de Legendre : 
OP, (z z+1 
DO: pog Rc 

ОЎ, ` lacs 2 
R, (z) appelé polynome de Bromwich de degré n 
Cette formule est valable uniquement pour les degrés entiers. Mais d'autres formules sont 
également possibles pour déterminer la dérivée paramétrique à toute valeur degré entier ou réel. 
Ces derniéres sont d'ailleurs plus commode à utiliser pour les degrés non entiers : 
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(G), est le symbole de Pochhammer (a), =a (a+1) ++ (a +k-1) = = 

I (D) fonction Gamma 

v (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œ) = Te 


SÒ nombre de Stirling de première espèce 
D'autres formules sont possibles (voir Radoslaw-Szmytkowski-On the derivative of the Legendre 
function of the first kind with respect to its degree 2009), notamment celle de forme la plus simple : 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


d 


Formule 3 => Z O D (y(k+v+1)-y(v- eft 


la sommation peut partir de k = 1également Vv »,0e€9i,veZ tel que a «I 
ou 

(a), est le symbole de Pochhammer (а), =a (a 1) `> (a +k-1) = S 

T (7) fonction Gamma 

y (a) fonction Digamma dérivée log arithmique de la fonction Gamma ; y (œ) = = 


SÒ nombre de Stirling de première espèce 
Les formules (1) à (3) proviennent de la dérivation terme à terme de la représentation en série 
hypergéométrique de Gauss de la fonction de Legendre de première espèce : 
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Sachant que la dérivée du symbole de Pochhammer est la suivante : 
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I (a) fonction Gamma 

y (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œa) = = 


Démonstration des formules 1 et 3 : 
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Comme y(—v) -v(v-1) =Z formule de réflexion de la fonction Psi ou Digamma 
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Par une simple manipulation on retrouve la formule (3) dans sa plus simple expression 
En retravaillant la formule (3), puisque :-Ww(v+1)+w(=v)-w(k-v)=-w(v-k+1) _ il vient 
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Dérivées premières par rapport au degré, fonctions de Legendre de degré entier 


Des formules existent également permettant de calculer plus précisément les dérivées 
paramétriques des fonctions de Legendre de degré entiers, ainsi que les polynômes de Bromwich 
(voir Radostaw Szmytkowski, On the derivative of the Legendre function of the first kind with 
respect to its degree, 2005), à savoir : 
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y (G) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œ) = 
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Dérivées paramétriques des polynômes de Gegenbauer d'ordre demi-entier 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynômes de 
Gegenbauer, valeur au degré 0 


L'idée est de se placer sur une généralisation des polynômes de Legendre que sont les polynômes 
ultra-sphériques de Gegenbauer : 
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La formule précédente n'est pas commode à utiliser lorsque les degrés sont des entiers. Elle n'est 
d'ailleurs pas définie car les fonctions Gamma divergent aux póles de l'expression. 
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Ce qui donne pour le cas à trois dimensions la formule pour le polynôme de Legendre : 
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Le cas oà À=(2p+1)/2 : 
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Oà le polynôme du deuxième terme est à coefficients positifs avec les diverses valeurs suivantes : 


2р+1 
дС,? (z) E (1—2) 2 
— МЛ =L - D 

ду [73 4 т е. e) 


2 1 ӨС? 1+ 1 (1- 1+ 1+2 
p =1= Di (z) => > RES = Los] Glen: i 2) = ogl Ch 


5 
5 2 
пБ ce , ÔC; (z) 


5н, - 178 (1— z) Le Me) tatas 


12 Óv 2 3(1+ z) 
v=0 
7 


2 2 2 
_ 55+88z2+37z* _ 0C2(2) 7 132 4 H, | (55+88z2+37z2) 0-2) 
60 ду 2 60 (1+ z) 


7 


p=3= D? (z) 


v=0 
7 


ôC? (т) KE 23+102z +123 z? + 46 z? 
=>— „ш : 
ду 2 15(1+ z) 


у=0 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour toute les valeurs de z et d'un degré demi-entier quelconque, l'expression s'écrit : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynômes de 
Gegenbauer, valeur au degré 1 


Regardons maintenant la valeur de la dérivée paramétrique pour v=1 : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Développons un peu plus le calcul : 
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Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ce dernier terme tend bien vers -1, pour le cas à 3 dimensions. Pour les autres dimensions,en z=0, il 
vient : 
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Expression que l'on compare à celle proposée auparavant dans le texte pour les deux cas p=0 et р=1: 
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Numériquement elle semble coincider également pour toutes les autres valeurs des ordres demi-entiers ! 
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Faisons de même avec les polynômes de Gegenbauer de degré 1 et d'un ordre demi-entier 
quelconque pour déterminer l'expression formelle des dérivées paramétriques : 
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Calculons rapidement le terme en logarithme : 
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Le terme en logarithme reproduit exactement celui attendu, soit le polynôme de Gegenbauer de 
degré 1 que multiplie le logarithme : 


2р+1 
Terme logarithme => (2p +1) z Log 7 É Сг (01081132) 


Les autres termes font intervenir Іа formule de Leibniz pour les dérivées : 
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En continuant le calcul, il vient : 
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On remarque que le terme k=0 de la série permet de factoriser (1+z) au numérateur, en l'isolant, il 
vient : 


2p+1 l+ e dee Qp*1) _ 
0с? (2) _ (2p + 1)z Log 5 2 d +(2p + 1)z EZ 1) (1 z) (2 p " 2) 
id & (p+l-k+z(p+1) (-z)""* 


-(2p+1)pt(p+1) 
“Жа с D (колло о (PETI 


(2p+1)z Log H dE [m 


B (2p+1) _ (pl (1-zY" 

= E [р те 2 Lp =I=k-1Sk=1+1 

y =æ (pel-k«z(p«1) (1-zy"* 
£(p«1-k(ap«2-ky(re z) 


ше уа 1)- m 2 PH _ 
JI 4-2) (P qo "m 
(1+2) 22 p) ) Factorisation d (1+2) 
(EN 


- 2p 1p +1} Ha ARAP i-r" ez) 


1-0 


(2p+1)z Log] 5 Е +(2p+1)z (Ha, -1)- 


arol | peter (P) qo, 
ду | (-2| ` (2p+2) 2(2p) 


| 0+2) +27 +1)pt(p +I Ў q (p-1+z(p+1)) 0-5 “@++) 


< (+1)(p-/X2p+1-0) 


Avec les notations précédentes on écrirait : 
2p+1 


SS 2p+1)z(1+z)Y Ur, -1 —z) 22" 
OC, > (2) - Gp istos 122 р+1) (1+2) ( 2p+l z (1-z) D, ? (z) H... nombre harmonique 
ду (1 + zy (1 + zY v 
yal 
p 2 
2p+1 Er. x = + Wé ) (1 ES zy + 
Avec D,? (z)= 5 He 


+ (2p 4 1)p! (p+) Y. (p-1+z(p+1)) yt- 27703! 


= (p- Il -Vy(2p-1-1) 
La valeur en z=0 est alors : 


2p+1 
ôC, ? (0) (2p+1) (p = l 
v т 2p+1 1) 
ER (2p+2) 2Qp) PERDA Lë ((+1)(2р+1—[) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Cette valeur est censée redonner celle plus connue : 


2р+1 
дС,? (0) эр pl 
ду (2р) 


у=1 


А partir des deux expressions de séries finies : 


I=p-1 1 1( 227 1 аа 1 2P -1 
© Err der cr) © Stro) 


en changeant les variables de l'expression (1), il vient : 
1=р-1 


uS Zä 1 1 " 

> рр Cri 2 Ter- e с 

m di GE 1 ыл 1 '=1-1 I=l+1 

& 102р-1) #%(1+1(2р-1-Г) £ A n ag p= p'+1 
l'=p'-1 1 е 1 22r#2 1 1 

TEE HN a i63 var) ue 
1 р+1-1) Qp«2) (py) (Ор+2)) 
1 1 1 22PH _ 


^ (Gen IDE oa 
Une fois cette expression calculée, il vient dans 1 к de départ : 
(2p+1) (p!) 


ТОШ оү 5 MP UP CODE 


1+1)( а D 


2 

_ (2p+1) (pY Zu 1 

Qp«2) app} РРР оразу 2 (py 
_(2p+1) (2р+1) (py 22Р" _ 
"(2p.d) 2 0р1) оору 2+ A A T 

_ (р!) А 22pH EXT u 22” ( p!) 

“abri aset Gp) 

C'est le résultat qu'il fallait démontrer. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Formule de récurrence sur les dérivées paramétriques des polynômes de Legendre, démonstration 
par récurrence de la formule de Bromwich pour les polynômes de Legendre 


Revenons maintenant aux fonctions de Gegenbauer, pour déterminer une formule de récurrence 
sur les dérivées paramétriques ne partant de celle liant les fonctions de Gegenbauer : 
(у +1)С/ (2) – 202 +) С (2) + QA +v -1)C2 (z) =0 


Dérivationtermeáterme => 
À À À 
(v + ne -2(A + D +(24+v- 5 =—C¿ (z) SC (z) - С^ (2) 
v v v 


Cette formule appliquée aux polynómes de Legendre, il vient : 

wna (ray DÉI), Pa 
ду ду ду : 

Avec les termes de départ de la récurrence sur ces polynómes, on peut imaginer la forme générale 

des dérivées paramétriques : 

P(z)-0 P(2)=1 

(v +1)P. (2) - Qv +1)Р, (2) -vB, (2) =0— P (z) =z 

ОР (z) 20 ОР, (z) ius 1+z 

ду ду 2 


-2P, (2) +2zP, (z) =P, (z) 


SCHEER 


Comme (v+ DED -(1+2v)z -P (23) +2zP,(z)— P... (z) 
V 


ду 
= 219 = aal =) +2 
OV |4 2 
P 1 
Hypothèse 00 RP d +R, (г) 
v v=n 


avec (n + UP. (z)- (2n + 1)zP, (z) *vP,,(z) 20 valable pourn>l 

et P,(2)=0 B(z)-1 

et (n JR, (2) - (I+ 2n)zR,(z) + nR, (2) = -Р,,(2)+22Р,(2)- Р, (х) valable pourn>1 
et R ,(z)=0 R,(z)=0 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


La proposition est vraie pour les termes de départ, supposons-la vraie pour le terme n, il vient pour 
le terme n+1 : 


ОР, (z) 
ду 


= Pa) Log 52) +R.) 


= (1+ 2n) ZD - p LAO p (2) 2P (2) P, (©) 
у у 


=> (n + у © = (1 + 2) P, tal 5) +R, H _ n Paro) + RO — 


- P. (2) + 2zP,(z) - P, (2) 


— (n + Nae = Log" : di + 2n)zP,(2) - nP, ,(2)]+(1+ 2n)zR, (2) - nR, (2) — 


- P. (2) + 2zP, (z) - P, ,(z) 
Or (1+2n)zR,(2)—nR, (2) -P„ (2) + 2zP,(z) - Р, (2) = (п + UR, „(z) 
еі (1+2л)2Р, (2) пР, (2) =(n+1)P. (2) 


1+2 


2 |+ (n+ DR.) 


Donc (n+ DD = (п + n. Loe 
V 


=> c = d +R. . (z) Ce qui démontre la récurrence. 
v 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Formule de récurrence sur les dérivées paramétriques des polynômes de Gegenbauer de degré 


demi-entier, nouvelle formule de Bromwich pour les polynômes de Gegenbauer de degré demi- 
entier 


L'hypothèse de récurrence est la suivante : 


2p+1 2р+1 
SES 2p+1 2 

oC, (z) = C, 2 tel + d + R, c) 
ду 2 (1 + z) 


v-n 
2p+1 2p+1 


2p+1 2p+1 
(n-1)C,2 (2) -(2р+1+2п):С, ?2 (z)+(2p+n)C,2 (2)=0 pourn>l 


2p+l 2p+1 
Départ de la récurrence C 2 (z)=0 C,2 (z)=1 


2р+1 2р+1 2р+1 2р+1 2р+1 2р+1 


(n+1)R 2 (z)-(2p+1+2n)zR,? (z)+(2p+n)R,2 (z)-(1-zY | -C,2 (2) +2zC 2 (2-C,? (2) 


à partir de n>1 


2р+1 К=р-1 (1 + zy (1 =: ge 


1 
Départ de la ré R ? (z)= H, (1+ z) — (p!) (1 — 0 R2(z)=0 
epart de la recurrence К, (z) au +z) (p!) ( z) 2, (онор) р> ^ (z) 


(2p+1)z(1+ EH 


ipe (2p+1X1+zY , If, 
R, 2 (z)= te) (2p +2) 2(2p) 
AES (p-1+ z(p +1)) 
2р+1)р! 1)! 
+(2p+1)p!(p +1) 2 EE CEET 
ER TA 
R?(z)=z-1 H. er H,,, nombres harmoniques Н, = ; 
l'=1 


1-2) + 


p>0 


1- 2)” (1 + z) 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Déterminons la loi de récurrence sur les polynômes de « Bromwich ultra-sphériques », et 


démontrons qu'ils sont des polynômes ! 
2p4l 2p4l 


атте 2p4l 1 R? 2р+1 
òC, ? (2) =C,? Log] z d +—" (z) avec R,? (z) polynôme de degré p +n 
ду 2 (1+ 2)” 
pen 2р+1 2р+1 


(v+1)C,2 (2) -(2p+1+2v)zC, 2 (2)+(2p+v)C, 2 (220 


2p+1 Ke 


se e = (2p+1+2v)zC,2 (2-Qp*v)C,? (2) 
Cd (v 41) 
Dee? ) ao ur (z) RE (z) art = SC 
(v +1) ar -(2p+1+2v)z => >+ (2p +v) =i =—C,2 (z)+2zC, 2 (2)-С,2 (z) 
2p4l Lie к? (z) 2p+1 ue R (2) 
= (n+1) C, omi: | Rit -(2p+1+2n)ë C,” (Log) I = + 
2p+1 1 +7 Pa (z) 2p+1 ML 2p4l 
(2p+n) C,2 (Log = 5 =-C,2 (2)+2zC,? (z)-C,? (z) 


2p+1 2p+1 
e] ees (rte au) e pen, C) 
44444444424444444444 
=0 


l 2р+1 2р+1 2р+1 2 2р+1 2р+1 
"vay [eed (2)-(2p+1+2n)2R;* Dan alt 3 e)--c A Oe (о) С (o) 
+z 
m 2p4l 2p4l 
(z)-(2p+1+2n)zR, 2 (z )+ (2p+n)R, 2 I (z)= 


2271 2р+1 2р+1 


= (1 + Ale „1 (z)+2zC, 2 (z) - G, H pour n2] 


— (n +1)R, 2 


п+1 


2р+1 2р+1 2р+1 р _ 2p+1 2p+1 
=> (n + UR, 2 (z)- (2p +1+ 2n)zR, i (z)+ (2p + n)R, 2 (z) = SHIRE < % (2) =C. H 
44441244 448 


plus commode pour démontrer le degré n+ p du polynói 


La relation de récurrence sur le polynómes R prouvent qu'ils sont bien de degré n+p. 
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Et d'autre part, on retrouve bien pour le cas p=0, la relation de récurrence des polynômes de 


Bromwich, à savoir : 
2p+1 2p4l 2p+1 Bo M 2p+1 


(n+1)R,2 (z)-(2p+1+2n)zR,? (z)+(2p+n)R 2 (z)=(1+z)Y|-C„?2 (2)+2zC,? (23)-C,2 (z) 


п+1 


1 1 1 1 
p=0= (n+ 1)82, C) (1+ 2n)zR2(2)+ пй? (2) =-C2,(2) 222 2) - СЇ) 
On vient donc de trouver au moins pour les fonctions/polynômes Gegenbauer d'ordre demi-entier 
et de degré entiers, une formule équivalente à la formule de Bromwich pour les polynômes de 
Legendre. 


Application de la formule de Bromwich au calcul des fonctions de Gegenbauer de deuxième espèce 
de degré entier et d'ordre demi-entier 


Les formules de liaisons pour les fonctions Gegenbauer de première et deuxième espèce sont les 


suivante. : 
T о C? (-z) 
o» (2) = CN 
ee = (=). Der л Cos(vz)C? (z) - Ci (—2) 
Sin(vz) In 77 блем 2 Sin(vz) 


-— ‚‚ 0 
ve N — Forme indéterminée 0 Lorsque v =n 


Calcul de la limite par la règle de l'Hópital 


À À À À 
к (2) Cal | Cos(v a C ЖЕСЕ. CI 
"OREL Z ду = Lim Ov ду 
v>neN 2 OSin(vr) v2neN 2 л Соѕ(ул) 
ду 


тр ÔC; (z) ӘСА(-2) 
À _ 1 Ov ôv _1 ôC} (z) Ew 0C; (=z) 
Ce, (2) 2 (- 1)" A ду | ду = 


à (2) = In oc 2) 


ду ду 


Ea Er 0C? (=z) 
pe Ov Ov 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour les ordres demi-entiers : 


2р+1 Кие 2p4l 2р+1 — 2р+1 
0C,? (z) _ 2 ЕЧ R. 2 (z) _ дС,? (=z) МЕ E R,? (=z) 
= XM -C,? (z)L : i =(-1)"C,2 (2L п 
EE 
X ne 2p4l 2р+1 
pt 1 pt 1+z R 2 (z) iR 2 (- z) 
5 S 2 n _ XE n 
> Coj, (2) = >| С, (Log =|, r (-1) EE 


Exemple pour p=0 : 


cio dein E] CRETE) 


1 1 1 
5 = 1 1+z 5 5 z 1+2 
Rè (z)= 0— Со)о(2) = 3 rog] a d R? (z) =z-1= Cø (2) = Log = d 


1 2 1 2 
1 
1+z 
(uls) = Lo | Е 

l-z 
1 2 
> Tz5 32 |] 
а E ER mE 

n Um à (322-1), [1+2] 3z 

і (2) 0£ = 
= 7z 3z 1 1— 2 


Ехетрїе роиг р=1: 


É j е aie) R GO ыа С) 
Con 0) = à Log 112 |+ 1+2 С!) 1—2 


С (су=1 ОЕ get (1+ 2z)(1=z)- HCH 170912214; 
Á Z 


201-22) 1- 
3 x 3 1+2] 2-322 
C?(z)=3z Re(z)=5z2?+2z-2= Cy (z) = Z Log: 1-2 - 
AL = Z 


3 2 3 3 á á 
3 552—1 3 | 3 52° -1 1+z z|13-15z 
CiO-37,— Mil: Конон M 4 BER 1-7 | 


Ехетрїе роиг р=2: 


SCH (077 orog 15 |+ К2(2) E Ri(-z) 


1 (1+ zY (1-2) 

5 > 4+13z+8z? 2. 1 1+z 2(5-32?) 
C (2)=1 RiG)e SE 5 e (= LL 

o (2) 2 (z) 3 > @) (z) 2 9 ра Е з(1-22) 

5 5 2 2 4 
Cape R2(z)= —8+7z+47z +312? NOE Z Log 2 |+ -8425z 288 

3 І 3(1- z) 

De EE) Ri()o _ 31-224z-18 z? + 568 z' +389 z° 

° 2 ê 12 


2 5(1-7z°) = 81-190 z? +105 z* 
0),2 (Z Lo +2 


61-22) 


l-z 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Table des nouveaux polynômes ultra-sphériques de Bromwich pour des ordres demi-entiers 
A partir de la récurrence : 


2p+1 2p+1 2p+1 2p+1 2p+1 


(n + es (z)- (2p +1+ 2n)zR, 7 (z)+ (2p + n)R, 2 (z) = (1 + zY -C ê ()+2zC, > (2)=C. ï (z) 


2p+1 2p+1 2p+1 


(n+1)C,2 (z)-(2p+1+2n)zC,? (z)+(2p+n)C,2 (z)=0 
E = (= 0 C, 7 z)=1 
ef ^ Gir e er - n7 Io. 
КОА) H, (1+ zy Loft) Z (рр 1) p»0 К2(2)=0 
(2р+1) (1+ zy {н,, -1]- 
2p+ (2p+1)1+zY (р! Р ! 
R oi | Gen OO ' p>0 Rêle)=z-1 


CS AGE y 7 + = Arr) gt- h+ 


l'=n 

H,, et H,, nombres harmoniques Н, = > 
Les formules suivantes sont équivalentes : 

2p+1 2p+1 
C? (2)=0 C,2 (z)=1 

2p+1 2p+1 

с,” ( )=(@p-1+2n)zC,3 ()-Qp* n- 16.3 (z) 

И п 

ын 2 21-2) Í 
R? (2)= Н, (1+2) —(p! (1 — 0 А2(2)=0 

0 (z) >p + z) (p!) ( z) Z (p- Dp 7} p> KR (z) 

(2p + 1)z(1 gl zy Gë E = 
2p+1 (2p+1)1+z)" | (py 
š: 1-2) + p»0 Reè(z)=z-1 


К 2 (z)- EN. Qp«2) 


CB Cato y 7 4 = A: 0-5 “@+=) 


2р+1 2р+1 2р+1 2р+1 2р+1 


п 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ordre : À-1/2, Degré Polynôme ultra-sphérique de Bromwich 
n=0 1 
R; (z)=0 
n=1 H 
R?(z)=z-1 
n=2 


n=3 1 


n=4 H 1 
R2(z)= g (7-1) 21-24124113 z? + 5332) 


п=5 
R2(z)= => (2-1) 256-449 z —3389 z? +11012? +48812") 


Ordre : Polynôme ultra-sphérique de Bromwich 
À=3/2, 
Degré 


n=0 3 
R2(z)=1+2z 


n=1 3 
R?(z)=-2+2z+57 
n=2 3 1 
R?(z)=7(5-31z+17z? +472) 
п=3 3 1 
Е (2)= (32612-29123 +1092? +3192*) 
п=4 3 1 
Ri(z)- (47+ 4992-50627 - 2186 2° + 6192* +18797?) 
n=5 


3 
R2(z)= = (-512+ 1433 z + 10085 z? — 7030 2° — 28870 z^ + 6557 z° + 20417 z‘) 
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Ordre : Polynôme ultra-sphérique de Bromwich 
À=5/2, 
Degré 


n=0 5 
R? (2)=7(4+13z+8z) 


n=1 5 


R (2)=<(-8+72+47 2 43121) 


n=2 5 


R (2)==(=31-2242-18z? + 568 z 4 389 z*) 


n=3 5 
Ri (z)- 2 (64-1192 9887 —342 zô «1564 z“ +1097 zŠ) 


n-4 5, 


R?(z)= PA 44542-17812? — 28428 z? — 13285 z* 32518 Z° 23189 z) 


п=5 5 
R2(z)= a 4096 -11413z - 118614z? + 5035z° — 454540z^ — 24366977 + 4061022° + 2931417) 
Ordre : Polynôme ultra-sphérique de Bromwich 
А=7/2, 
Degré 
n=0 КА 1 
R2(z)= Ta +102z+123z? + 462 ) 
n=1 7 1 
кё(2)= т. (48 +322 + 47122 + 63622 + 2477“) 
п=2 Së 1 
R?(z)= à 247 - 2067 z -1446 z? + 6334 Z + 9873 z* + 3921 7°) 
n=3 7 1 
R2(z)- = (512 —897z —11553z? – 120862) +17790z* + 33051z° +13327z°) 
n=4 ER 1 
R2(z)= 28968921 + 489437 +105812? — 3865657° — 480925z* + 34943727 + 807351z^ + 3291777) 
n-5 7 


R?(z)= ai 8192 + 223357 + 3203377 + 2414997? — 13649557" 19244677. + 7546912° + 23139457" + 9514957") 
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Applications aux normes de fonctions propres de problèmes aux limites en physique mathématique 


Pour des problèmes aux limites sur des hémisphères à N-dimensions, soit un cône ultra-sphérique 
d'angle d'ouverture droit (9j=r/2), ce sont les polynómes de Gegenbauer de degré impair qui 
forme une base de fonctions propres. Par un calcul des normes des fonctions on a établit le résultat 
suivant sur la dérivée paramétrique comme départ de récurrence pour le calcul de toutes les autres 
dérivées paramétriques : 

24+ d 


oC) 

ôv | 
Les normes de telles fonctions propres peuvent justement être calculées à l'aide de la dérivée 
paramétrique à la valeur z=0. Au vu du résultat obtenu, que peut-on dire de ces dérivées 
paramétriques. 


= | 2 VA entier ou demi — entier 
WÉI 


D'après la formule généralisée de Bromwich, nous avons : 


2р+1 2р+1 
2 2р+1 2 2р+1 
ôC, ? (2) =C, ? (Log $ d + 5, (z) avec R,? (z) polynôme de degré p + n 
Ov 2 (1 + zY 
2p+1 I 
ER 2p+1 2р+1 2р+1 
= — C2) = С,,2, (0)Log l TA DIE R4 (0) 
ду 2 
v=2n+1 
z=0 


Il suffit donc de calculer le terme constant du polynôme généralisée de Bromwich. Pour cela 


utilisons la formule de récurrence de ces polynómes à la valeur 2=0. Il vient : 
2p4l 2p4l 2p4l 
2 


(z) *2zC,? (z)-C,? (z) 


n+l п+1 


2p+1 2p+ 2p+1 
(n+1)R i (z)-(2p+1+2n)zR, 2 (z)+(2p+n)R, 2 tele 


n4l 


2р+1 H 2p+1 2р+1 
натон GO) pen We? ect O| 


2 p+ 2( p + 2p+l 
n> Qn К,2, (0) = nr (0) 


2p4l 2p4l 2p4l 2p4l 
ЕСЕ ЕО 


Pour la valeur еп 2=0, la dérivée paramétrique est donc constituée de deux jeux de valeurs, еп 
relation exclusive soit entre les degrés impairs et les degrés pairs. 


La relation de récurrence du calcul est donc assez simple, et il suffit de déterminer le premier terme 
de degré pair pour connaftre les autres degrés pairs, comme suit (voir calcul précédent pour les 


polynômes R): 
2p+1 
Calcul de R, 2 (0) constitue un départ de la récurrence 


k=p-1 1 


& (p-k)k!(2p-k} 


2р+1 2р+1 o 
R, ° (0) =D, $ (0) = -(p!) 
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Pour les degrés impaires partons du premier terme de récurrence : 


" dä d 


= GI constitue également un départ de récurrence 
Soit pour les ordres demi-entier : 
2p 
r(2p+1)=Z2r(22*1)r(p +1) r(224).= Ze r(2p+1) 
JX 2 2 2?” T(p+1) 
É + d pa 
À 2 
9C) ag 27), 21,007 (0) Es r(p+1) 
ôv |. r(A) 2 ду CH 
у=1 2 
2p+1 
2 
OC, á (0) 972 (2!) 
ду (2р) 


еї pour les ordres entiers (voir plus loin), il vient : 


dl 27° Jx (2p) _ Cu 


= dc) __, rGp} 


2 p! бр |ы Г(р) 2?” (р) 
1 
| = 26:0) plp) z 
ôv |. 2 - 2 
2 
sop O O — чи шше 31. 37 
ôv |, 2?" (pl) ду |, 2 4 
3 
3 _ 26:00) Xo e 15z 
ду | 2*(3!) 16 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 
Dérivées paramétriques des polynômes de Gegenbauer d'ordre entier 


Passons maintenant à l'étude de la dérivée paramétrique pour les polynômes de Gegenbauer 
d'ordre entier. En commençant d'abord par le cas où À=1 et v=0 : 


=. ÔC) ` om NE RS T(k+2) (1- zY 
VA "hän v())- > É ] =] 
v=0 kl —+К 
2 
3 B 2k +1 2 (2k+1 1| Jar(Qk-^1) 
(een S | rk +1)= Z rl 5 Jr «ne r(#+3)- DATE +1) 
(e Zu ., CG) res ts) 
2 2 2" T(k +1) ôv |, K 4T(2k+2) 2 
OC, 2) _ NEZ ENS wu. ei UE + _ , ((k+1)) 
ôv |, e Kk) on — (2k+1) Sa DE Reg TE 
1 = n 


=1- `2! 1-2) 

(1- J> Geh ) 
Pour simplifier ce développement en série on va commencer par utiliser l'expression des polynômes 
de Gegenbauer d'ordre 1 à l'aide des fonctions associés de Legendre à savoir : 
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=> C,(z)=U (z) avec U,(z) polynômes/ fonctions de Tchebycheff de deuxième espèce 


L'expression est valable pour toute valeur de v réelle, on peut donc calculer directement la dérivée 

paramétrique de la fonction de Gegenbauer, comme suit : 
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Au passage cette expression respecte la relation de récurrence sur les degrés : 
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L'expression obtenue donne pour v=0 et v=1 : 
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Lorsque 2=0, il vient : 
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Comparons avec la valeur de la dérivée paramétrique établie par le calcul des normes de fonctions 

propres : 

ôC? (0) 
Qv 


1 
з POPX: =.> 000) 


v-l 2 (p!) Ô У 


pQp) m 


v-l g (p!) 2 А 


Cette expression permet de rechercher le développement еп série autour de 2=1 де Іа fonction test, 
et l'on trouve une correspondance avec le développement en série obtenu : 
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Là encore il y a une relative simplification de la formule de la dérivée paramétrique. 
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Que se passe-t-il maintenant pour la valeur du paramètre À=2 et v=0 : 
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Continuons, ce calcul fastidieux : 
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Le résultat est donc : 
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Voyons si l'on peut exprimer également sous forme de fonctions connues la dérivée paramétrique 
de la fonction de Gegenbauer pour la valeur du paramètre À=3 et n=0 : 
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Continuons le 
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calcul du développement en série : 
= Г(6 + k)F(k +1) 
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EE D nouvelles séries (1), (2), (3) et (4): 
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Résumons la situation sur les trois premières dérivées paramétriques des polynômes de 
Gegenbauer d'ordre 1,2 et 3 et de degré zéro : 
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Passons maintenant à l'étude de la dérivée paramétrique pour les polynômes de Gegenbauer 
d'ordre entier et de degré 1. Nous avons : 
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Commençons par À=1 et v=1, il vient : 
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Les séries ont déjà été calculées : 
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Voyons ce que cela donne pour À=2 et v=1 : 
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Les séries ont déjà été calculées auparavant, il vient le résultat suivant : 
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Voyons се que cela donne pour À=3 et v=1 : 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


óc) | 2A z(H,, -1)- r(3+24) ra) Г(3 +23 +1) c3 
ду |. = г(22)1+ 24) ra) \ 2 ) K "HE 2 
spes DERA us s 84... P TU 9) =: ES 

SE „Ж. 2270 ПОТЕ š 
OC) _ E Ba lS ZU +1) (1 +9) (1-2) 
ду |10 7 2\ 2 /@@@+1)(1+2)(21+9)(21+7)(21+5)(21+3)(21+1)Г(2/ +1) 
eC) _]87z 48, y 2*°{1-гү “| _2T(1+5)(1+9) 4 y 
ду de F ) al 2 э ел д 2) 
acz) _]87z Aën 1 SS 2^Ч([/7+4)(1+8) o wu 
ду | E 7 aene a) 
0C;(2) _]87z Aën 1 S /(+4\ї+з)ї+2)2'1—-1(1+1), у 
ду B sl у (1-31 — 2) (21+ 1) Ж 
Or ANE INCI) = Sm mn ne s 

(1=3)(1-2) 1-3 1-2 


© А=1 B-15 С=90 р=630 E=-240 


дС?(2) 


ду 


1=4 


Е = É - = (1-z)+ r| —1)+151 4 90 + 2 : - = ЕРКЕ 1) (1- J| 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Il y a donc 5 séries à calculer : 
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A l'aide de Mathematica et d'un peu de calculs en plus, il vient l'expression : 
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Récapitulons pour les trois valeurs d'ordre À et de degré 0 et 1 : 
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Pour les valeurs des dérivées paramétriques de degré en z=0, il vient : 
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Application au calcul des fonctions de Gegenbauer de deuxième espèce de degré entier et d'ordre 
entier 


A partir des formules établies précédemment pour le calcul des fonctions de Gegenbauer de 
deuxième espèce de degré entier 
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Tout d'abord rappelons ипе des expressions de la dérivée paramétrique pour l'ordre 1 et tous les 
degré entiers : 
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On en déduit la valeur de la fonction de Gegenbauer de deuxième espèce d'ordre 1 et de degré n : 
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=> Cos((n + [= = ArcCos(z)]) = (- 1)" Cos((n t l)4rcCos(z)) 
E 1 E Gs +1)4rcCos(z))- | 
T 241 22 (-(-1)" (x — AreCos(z)X— 1)" Cos((n +1)4rcCos(z)) 
euis 1 pa +1)4rcCos(z))+ | 
(9 241 — z? (+ (z = ArcCos(z))Cos((n + 1) 4reCos(z)) 


л Cos((n + 1) 4rcCos(z)) 


= Cho), (z) = 
à DIE 
0), (z) = LES avec T (z) polynómes/ fonctions de Tchebycheff de première espèce 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Il vient par exemple pour n=0 et À=1 : 


eCcMz) — z Arcos(z) ee, 1 E _ ôC; ca) _7 _ z _ 
ду |, 1-2) 2\ Ov ду 2 (1-22) 
2 2 2 2 
QC) 1-25 | 3-22 Arcos) C, (2) =Z BER 22 ) 
Ov | 201-2?) 201-2) 4 1-22} 
oC _ 3(2-7z2?+4z*) zü5-202 +8z*)Arcos(z) _ ~ л 215-207° +82") 
ua = ^ + 5 — Cioyo (z) = 16 5 
v Lo 80-27) 81-22) 1-2) 
aco) _ (2-1) | 1( ôC!(z) ӘС!(-2)\ ж (22° –1) 
v = A = 1 1 = 
ду |. LA rcos(z) > Co (Z) dcs + zw 2 П 


ôC2(z)| 23-422) (38-1222 + 8z*) Hasta Е. (3-127° +87!) 


ôv (a 2-2) 201-22) (1-22) 
ôC (z)| _(29-722 +402*) V1- 27 +3(-5+30 z? -40 z* +162*)4ғсоѕ(2) 
ду 


5 
yar 8(1- zy? 
z (-5+30 z? - 40z* +16 z*) 


5 


S (1-22) 


И 3 
=> Cous (z) = 1 
Récurrence des dérivées paramétriques des polynômes de Gegenbauer sur les ordres entiers ои 
demi-entiers 


Les polynômes de Gegenbauer présentent la récurrence en ordre entier ou demi-entier suivante : 


(24 +1=2(z? -1fA +v +1))C^*' (2) + 4A(A +122 -1)C^*2(2)] 
(24 -v)QA +v +1) 
_ -27(24 +1-2(2? - KA +v «De? (2) + (24 +v X24 +v + DC2(2) 


cio) - LA 


=> Cí (2) ада +1022 -1) р) 
Lies «201-2 24.-3-202 2-14 (ачиб 28 E 
id 4(A - 2A - EE 
2223525 -1a - 17v) 42, QA 4£vQA saw) zo 
= DOSEN BEE EE ET Шо 
E ME E EE VAA Ae з) L 
к GE (2-1) Е пе a A 


Récurrence sur les polynómes de Gegenbauer vrai pour v = 0 
2GO-u5 l ; al -1g?-44A45)ci" (ж) QA -3)C22(2)) 
Sc _ — 


=> Ci (221 С (z) =1— Ci (z) = TE = ` p* 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ceci permet de générer une récurrence sur les dérivées premières paramétriques : 

Récurrence sur les dérivées premières paramétriques de Gegenbauer d'ordre entier А є N 
(4-1)? + 2v(z? -1)- 4a +5 Cen, (v*2A- 4v * 24-3)8C277 2) | 

N CDS (2-1) ду 2(z? 102—2) ôv 


ôv 2(2-1) + 2C* (z + = 7) c^) 
-12 -2) 
Récurrence sur les dérivées premières paramétriques de Gegenbauer d'ordre demi — entier А = 2231 
2p+1 2 2 
+ gl [Erik "Al Ale 4p+3 s : (y +2Р- 3Xv+2p- 2) "el 
(2p -1) (z? -1) (2 -1(2p -3) 
2p-l 2p-3 
E (2p -1z? + 2у(22 -1)- 4p -30C,? (z) ‚@+2р-3у+2р-2)дС,* (2), 
дС,? (z) _ 1 (z? -1) ôv (2 -12p-3) ôv 
ду (2p-1) 2р-1 2p-3 
+2C 2 (z)4 Wie 5) C? (z) 
-1Qp-3) ” 
Partons de p=0 et p=1, il vient SE un degré 0 
5 1 
p-2| _ ôCê(z) _ 3z? —5 HO 2 ӘС2(2) 2 1 : S 
C2(z)=C?2(z2)=1 
= ду 321) ôv 322-1) ôv 3 (2-1) SE 


1 3 
Comme $C D _ гоа | дС2(2) ` rog Els (1+2z) 
ду 2 ду 2 (1+ z) 
5 
ӘС2(2) 32? =5 E (1-- 2z) 2 [ А 2 1 
= L L 
ôv = a J T) V P 4 3$ Er 


5 
аа 1 з (+22)f _ s) 
ôv 2 | 3 3(z?2-1)] (+z) 

5 B 
ôC? (z) 2) de 2492+624) _, ÔC? (2) ell (4+13z +в?) 
ду 2 | 3 3(+z) ду 2 3(1+ z) 


C'est bien l'expression de la dérivée de degré 0 à l'ordre 5/2. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Partons également de p=0 et p=1, il vient pour un degré 1 : 


3 3 
шке 32" +22? -1)-5ôC2(2) , _ 6 0С?0) 2 5 ca 
V = 


ôv "H o 421) оу DE CE 


1 
1 3 2 - nu. 
Comme C2(z) 2z C?(z)=3z ете óG, ©) 3210 (142), 3 +2z-2 
ôv 2 ôv 2 J (+2) 


5 

2 2 SE 

ÔC2(z) 32 +2 1)-5 aud LE 522 922-2 
ôv az -1) (1+ z) 


+ 9 zLo 6 +2-1|+ 25+ 

(212102 ЕЕ 1) 

5 ic TE 
ce | 1522-21 6z е d 7E 3-1) (+2) 


ду F3 1) EE le 5+2: Е: 
3122 -1 


5 


2 
OC? (z) ziel Cl l 5 (-8472 472° +312) 
ду 2 | 3(1+z) 


Ce qui est bien l'expression de la dérivée paramétrique pour le degré 1 et l'ordre 5/2. 


La relation de récurrence pour les ordres entiers est la suivante : 
2 2 
даі 2(4 —1)z° + SE -1)-44+5 coe (v + 24 - 4v +22 - are 
2021 (z? -1) 27142) 
2(A -1)z? + 2v(z? -1)- 44 +5 8C?" (z) 60522-40 +24—3)дС}/ (а) | 
2:88)... 1 (2-1) ду x2 -1(a-2) ду 
ôv (3—1) 


+2С/ "(z 5 


On remarque que la formule de récurrence n'est pas définie aux valeurs À=1 et À-2. Dans ces 
conditions par prudence, la récurrence ne peut débuter qu'avec les termes Л=1 et Л=2 pour 
déterminer l'expression À-3. Appliquons donc cette récurrence sur les dérivées paramétriques déjà 
calculées. Commençons par la récurrence sur le degré O et la récurrence entre les ordres 1,2 
donnant 3 :, il vient : 

OC) , Arcos(z) OC) 1-272 , 3-27 


ôv 1-2% ôv 21-2) 201-2) 


z Arcos(z) Ci(z)=C;(z)=1 


422-7 1-27 + 3-27 z Arcos(z) + 
a (le -1)| 2-7) 21 - 2). 
Ov 


A23 


= z Arcos(z)+ 2+ 


5 
1-2 2(z? -1 


OCE) _ 30 - 72^ +42), z(15-20z? + 8z* J4rcos(z) 
ôv ai =z?) 8-22) 


Le résultat attendu est retrouvé => 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Continuons par le degré 1 et la récurrence entre les ordres 1,2 donnant 3 : 
ӘС) _ (27° -1) OC?(2)_ 23-422) 6-12-8z!) 


Ci(z)=2z C?(2)=4z бу Пг Arcos(z) = 2 = 7) " = ү Arcos(z) 
6z? -9| 5-47) (3-122*+8z*) | Sz -1), 
eR 20) S (z? E 1) ER = г) " Й E rcos(z) (zf ` E rcos(z)+ 
V 


+ 8z + ба 
(22 _ 1) 
3 ES 2 4 E SN 4 6 
émane. СӘ) 297274407) 3054302240274162 eosl) 


+ 
ду | 8(1- zy eu. zy 


Hypothése de récurrence des dérivées paramétriques des polynómes de Gegenbauer pour les 
ordres entiers 


Pour trouver une relation de récurrence sur les dérivées paramétriques des polynómes ultra- 
sphériques d'ordre entier, on tire profit d'une double récurrence sur les degrés et les ordres, à partir 
des relations suivantes déjà exposées auparavant : 

Récurrence sur les ordres 


xo cd Joel sos 1-444 5 us ERA ENEE 
() FA al (22 -1) Кк Ши з= = ды A 


A>2 


AI 2-2 
(24. - De? + 2n(z? -1)- 44 + sc (z) | (n*24- 4n 24 -3)0C77 (z) , 
V 


E RES FU 2(4 - 2) ду 


ov | 2(A-1) 


(2) 


(2n 4 44 - 7) 


+2(z? -1)C^-1(2) + 2022 


C; (z) 


1 >2 
Récurrence sur les degrés 
А+п-1)2С} (z)-(24 +n-2)C? ,(2) 


n 


òC? (2) 
А 2(A +n-1z == — ( 
(4) ÒC; (z) | ду 


ду п 


(3) счаә=ХҖ 


24+п-2) 


À 
220) - C (z) - 2zC? (z) - С? ,(z) 
v 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On détermine d'abord les départs de récurrence sur les ordres pour les degrés O et 1 : 


1 2 2 2 
C2 Ch) - С?(с)=1 GC). , Arcos(z) dC? (z) _ 7 mI. te 
ôv (1-22)ë ôv 201-22) 21 2) 
3 2 4 2 4 
ôCè(z) 3Q-7z T ) „05-20 +8z ) da 
ду al =z ) ah =z? P 
1 2 
os Co Eege А (2z =l aa) 
ду 1-2z? р 
2 2 2 4 
oC Ob _ (3-12z +82 ) dbi 
ду 201-2 01-22} 
3 2 4 2 4 6 
NOP DEDE +40: ), 3(=5+30z -40 z* +16 z egen 
d dedo 8(1- 22) 


Si l'on émet l'hypothèse d'expressions pour les dérivées premières paramétriques au degré 0 : 
^ À (7? À (2? Dj. (z^) polynómes еп z? de degré 2(A -1 
PE): Dn » +z Ei XE ) Arcos(z) Avec G) BON Э ( ) 
Ov ü — zy ü = SES E; (z^) polynómes еп z? de degré 2(2 _ 1) 


0C; (z D^(z E? (z? 
à ( lay l : A +— ( ) Arcos(z) Avec 
v (Eat > 
Les deux premiéres dérivées paramétriques sur les ordres 1 et 2, respectent ces deux expressions: 


Dj (z^) polynómes еп 2° de degré 2(4 _ l) 
E? (z^) polynómes еп 2° de degré 2А 


1-2z 3-2z 

Diet EG)O-l! DIE Ets: 
— 47? d 2 4 
D(z)-0 А2?) = 22° -1 ріс?) TE Eje EUH 


Le report de cette forme dans l'expression de récurrence donne les récurrences suivantes : 


ER = 1)z? -42+ 5) 2 FZ EG) Arcos(z) t 
Dic) MES Kap 
(z? ú 1) (Ü SS P Я =. 34 + (24 -3 E +z KG Arcos(z) + 
+z EIZ) ; Arcos(z) (4 g 1) ( Te | (1 _ z ° 
Ee 72 e. жы (айе) 
+ 2(z ss 24-2) 
Ei (2?) =-> ü- 5 (o - 02 - 44 + 5)Е (2) +01 22 ол -3)E2 (2?) 
e ; CQ (A-1)2-4A+5)D2 (2) + (1 2° 22 -3)D22(22)-| 4>2 
D; (z^) = 2a -1)1- 2(1 ú zn А (42 - Ur а p 


2(4 - 2) 


, m А D(z’) E; (z^) ; 
Ces récurrences prouvent par évidence que les polynómes `° 2. 5D restent dépendant 


en z? et de degré respectif comme indiqué ci dessus. 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Pour la récurrence sur le degré 1 : 


(242? +344 Z DESE) + к — Arcos(z ES 
EE 
s; DIU) > 1-22) 
2 1-2) 1 (22 -3)22-2)| Di? (z) Kit? 
(z -1) А E? » 10 = X4-1) + 24 -2) iy + ШЕЕ Arcos(z) |+ 
MEAE -4z(A —1)1— 2°)+ z(44 -5) 
À 2 2 A-1 2 2 EE À - 4-2 2 
E^ (z )=- (ex +3-4A)E21(22)+(1-z DH, (z ) 
SS DE (242? +3-42)D222) + (1-22)CA EAT 2) pa-2( 22) + ARA 
'X 27 2(2-1) 


– 402-101-220" (а -5)1- z^ 


La encore ces expressions prouvent par évidence que les polynômes 
dépendant en z? et de degré respectif comme indiqué. 


Рр (2?) . EI) restent 


Appliquons la référence pour le degré 2 : 


2 C2 (D) _ В ie ôCi (z) _ „3 8Ci (3) - Cz) - 22C* (z) - CZ (2) 
Qv Qv Qv 


0C; (2) 2(4 +1)z| z 2421 + EG) Arcos(z) | - 24 DE +z Ez) Arcos(z)|- 

с à l-20" (уз TT tan 
- C; (2) +2zC/ (2) - Co (2) 
1 2(A+1)#D/(z2)— 22AD( (z) dus Arcos(z) 2(A +1)Е (z?) -2AE$ (z?) 

OC; (2) (bh zy 2 SE j = 

ду „к (1-2?) 2 

– С3(2) + 226 (2) – Со (z) 
дС2(х)  Di(z) Е? (2?) 
Ec у =й i Fz 2 ; Arcos(z) 
ду D | (1-2?Y2 


opge AOAR Т cic) 
= À 2 À 2 
TER 2(4 +1)E; c) —2АЕ{ (2?) 


C? (z) =C? (=z) = C2 (z) polynôme en z? Cj(z)-24z Cè(2)=1 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


On peut alors émettre w de récurrence générale suivante : 


8C; (2) E Du), TEE E; (z?) - Arcos(z ) DÀ. (z^) polynómes en z? de degré 2(4 _ 1)+ 2n 
EE" Au (1- É S (1- 2 SE 2 À Е? (2?) polynómes en 2? de degré 2(4 _ 1)+ 2n 
Vec 
ӘС} (z) Di, (z? ja Bea) ?) ARA) DÀ. (z?) polynómes en z? de degré 2(А —1)+ 2n 
— =Z e rcos(z 
QV. ss (1 -=z 2 i (1 M DE Е} (2?) polynômes en 2° de degré 2А + 2n 


Ce qui les relations de récurrence sur les polynómes D et E : 


À À À 
ae 2(A + 2n - 1 26240 – (22+ 2п 29 2-40) - C? (2)+ 22C2 (2) - СА ,(2) 
Ov Ov ду 
À À 
2(4 +2n -1)z 2 Ра (z 25 Ез, (2) — Arcos(z ) - 
( TUE J (1 — z ү = 
4 2 À 2 À 
=> 2n Dr ka +Z Ex(z ) Arcos(z); 2 4 - (24 - 2n - 2 Don (z ) +Z Ез, (2) - Arcos(z) | — 
(1- À 1 _1 (1- | 1 < 
2 -z272 S fie 
- C; (z) + 2zC; _ (2) — C; X2) 
pi ( 2) = UA 2n- Ue Dj, (Z) - (0А + 2 - 2)D (z?) (1-2 JG) et, ei ell 
e 2n 2n 
ЕЗ (2) = 2(A + 2n -1)E2, (22) - (QA * 2n - 2)E2, ,(2°) 
2n 2n 
À À À 
(2n + 1 Cani (2) -2(A + Jnak Sen —(24+2n- 2220) c C2 a(z) + 22C2,(z) - С^, At 
v ду ду 
À 2 
2(A + 2n)z DEN) +z Ex (z ) Arcos(z)|- 
VTT tat 
À 2 À 2 À 2 À 2 
=> (2n + 1) Z Doui z ) + LES Arcos(z) =4— (24 +2n- 1) 2 D: ) + EC ) Arcos(z) _ 
SNE (CAP ea 
PU top FU exp 
Gaz) + 2zC;, (z) = Chut) 
m 272 үч ECL (2) + 2202, (2) - С, (2) 
2(4 + 2n)D?,(2°)-(22 + 2n -1)Dż (2) « (1- 22) n+ n n 
D uz) = 2 
=> 2n+1 
ЕЗ 2) = 2(A + 2n)z?E2 (22) - (2A +2n-1)E2,_,(z?) 
2n+1 = 


2n +1 
(2) +22С2 (2) - С}, ,(2)} 


Z 


Comme C5,.,(2), C2, (z) polynómes impairs => Lo Ca 


polynôme pair fonction de z? 


Les degrés des polynômes suivent des expressions de récurrence ci-dessus . 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


lication au calcul des fonctions de Gegenbauer de deuxième espèce degrés quelconque et 
d'ordre entier 


A partir des formules établies précédemment pour le calcul des fonctions de Gegenbauer de 
deuxième espèce de degré entier, on en déduit leur expression générale à partir des polynômes E. 


À À ç_2 
0C;, (z) Œ D (z ) tZ E; (z^ ) - Arcos(z) C (z) ES 1 óc; (z) _ óc; (=z) 
ôv (I zY (=) Е (a = 2 z> 
comme 
Cat) _ Datz), E ) Arcos(z) Cho (жуг 0С (2) " ӨС} (2) 
ду (1 Ee SET, (1 Ge dÉ (Q),2n+1 2 ду ду 
E? 2 n 2 
(Qa (2) = =i Е оу Arcos(- DI => Œ EG) 
2 > 2 x 
1-22) I (p 2 
=> 
À 2 Я 2 
Cat) = > EE) Lesch Arcos(- z)| = си 
0-22} ° Е 


Table des polynômes Рэ, (2), Dj, (2), E 2n (2), Е ami (2) ultra-sphériques pour des ordres entiers 


de is Polynómes ultra-sphériques D$, (2), Dina (2) Polynómes ultra-sphériques En C) En) 
mo ` D El(2)=1 

n=1 D'(z)=0 Ei(z)=-1+27 

n=2 D'(z)=0 Ei(z)- 3+ 42? 

п=3 D!(z)= 0 El(z)=1-8z? +82* 

n=4 D'(z)=0 Ei(z)=5-20z?* +16z* 

n=5 Di(z)=0 El(z)=_1+182? -48z* +322" 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ordre : À=2, 4 4 Е À 
Degré Polynômes ultra-sphériques Dy, (z), Doni (2) Polynômes ultra-sphériques Ey (z), Е, (z) 
n=0 1 1 
Di(z)=—- 2 E?(z)==>(3-22?) 
2 0 2 
=1 
I ра) == ei E G)- 5(-3+1222 gei 
п=2 
D?(z)==>=>+ 4z? — 4z^ EG)» (15+ 402 — 242°) 
n=3 1 


E?(2)= „s — 607? +120z* — 647°) 


ux: Dj(z)- 5-92 + 24z* — 1625 E? (z)=J(35-2102? +3362* -160z*) 
n=5 2 7 2 4 6 9 l 2 4 6 8 
D;(z)- 7 -28z + 56z* -32z Е rie 67224 «896 - 384z") 
b ш Polynômes ultra-sphériques Dj, (2), D$, (z) Polynómes ultra-sphériques E, (2), Eja (z) 
b р()= = (2 - 72 +4z*) E2(z)= < (15 - 202 +8z*) 
n=1 3 1 2 4 3 3 2 4 6 
D; ()= 09-72» + 402°) Е; ()- =(-5+30 - 40z* +16z*) 
E DiG)- (1041182 -220z* «1122*) E3(=)=3(=35+140z? —16вә* + 64z*) 
i Di(z)- aC 23+134z? — 2082* 9625) "Et d 560z? +16802* -1792z* + 640z") 
n=4 3 1 2 4 6 8 3 3 2 4 6 8 
Di (14-3297 +128822 —168025 + 7042") | Ex(z)- RIS 84022 + 2016z* -1920z* 6407) 
n-5 3 


Di)- s 131222 438727 — 435225 16647) 


El) Í 21+ 6307? 33602 + 67002 -576023 +1797") 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


Ordre : À-4, À À А À 
Degré Polynômes ultra-sphériques Dy, G) Doni (2) Polynômes ultra-sphériques En (z), Е, (2) 
n=0 

Di(z)- P - 2192? +2482* -88z*) | Ej(z)- = @5 — 707? + 562* —16>7°) 
п=1 


Dj(z)- = (095 - 10702 +1176 - 4162) ist 35 + 280z? -560z* +4482° 1287") 


=2 
i Di) (10415592 - 439825 + 443225 -15042) 8:(2)= (315168022 -3024z' + 230425 - 6407) 
UU 4 SC 16 
n=3 { 1 А 4 6 8 5 2 4 6 8 10 
Dj(z)- Late 701422-161282 «7527 - 47362") ` E*(z)=_2-(=21+ 4202? -16802* + 26882* -19202* + 5127!) 
"TA `” 16 
n=4 4 1 š 4 6 8 10 5 2 4 6 8 10 
CH: (88-9612 +806 - 544962 453107 - 136962"). Е E) teas mp «105602 - 70407 +1792") 
=5 
Í nk Deen mme ra Den me E je Ente vsum Ae el 


Application aux calculs des normes des fonctions propres de probléme aux limites ultra-sphériques 


On rappelle que pour des problémes aux limites sur des hémisphéres à N-dimensions, sur un cóne 
ultra-sphérique d'angle d'ouverture droit (8521/2), ce sont les polynómes de Gegenbauer de degré 
impair qui forme une base de fonctions propres. Le résultat suivant sur la dérivée paramétrique 
constitue le départ de récurrence pour le calcul de toutes les autres dérivées paramétriques, à la 
valeur z-0 et servant au calcul de la norme des fonctions propres : 

2A + J 


= Jr. | 2 VA entier ou demi- entier 
r(2) 


La démonstration a été réalisée pour les ordres demi-entiers, qu'en est-il des ordres entiers. La 
formule est la suivante : 


aC? (0) р(2р) 
= - ; 
ду |. 2?" ( p!) 
La récurrence sur les ordres entiers en z=0 donne : 
Récurrence sur les dérivées premières paramétriques de Gegenbauer d'ordre entier AEN v=1,z=0 


va oos EE 
ду 2(4 -1) ES (a 3 = 
oc? (0) - (4p = 3) OCT (0) E (2p = 3) 718 ° (0) 


ôv 2(р-1) деу 2(р-2) ду 


VpeN 


Problèmes aux limites de Laplace sur une hypersphère- p- 


La formule est respectée pour p=1 et p=2, supposons l'expression vraie pour p-1 et p-2, utilisons la 
récurrence : 


oC" — (p-1Qp-2) __ Qp-2) 

ду 2?” ((p — 1) 2??? (p - 2)(p - 1) 
dC (0) — (»p-2Qp-4) ., — (2р-4) 

ду 22-((p-2)) ` > 2” (p-3)(p-2) 

ÔC? (0) _ _ dër: 3 — Qp-2) Qp-3) | Qp-4) J 
ôv 2(p-1) 2” (p-2W(p-1) 2(р-2)2'” (р -3)(р- 2) 
ÔC? (0) _ _ d (4p-3) _ (2p-2) І (2p - 2) 2) 
ôv 2(p-1f 222(p-2)(p-2) (p-1)22>2(p-2)(p-2) 

ÔC? (0) _ _ (2p)2p-1)2p-2) pQp!) 


_ q. f d 
ôv —"FU-20-3€-(0-m» "rq “ч” 
La récurrence donne donc la bonne expression pour p. L'expression : 


0C; (0) 
ду 


2р) 
"709 
у=] R 


est donc vérifiée ! 


